
45 Leçon 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles
d'une variable réelle. Exemples d'applications.

I. Notion de continuité et dérivabilité

1. Fonctions continues [ROM]

Fonction continue, continue) bornée dans un voisinnage, continuité séquentielle, contre-
exemples, prolongement par continuité, opérations

2. Fonctions dérivables [ROM] [GOU]

Fonction dérivable, classe C1, contre-exemple où la dérivée n'est pas continue, classe Cn,
opérations, formule de Leibniz

II. Théorèmes fondamentaux

1. Théorème des valeurs intermédiaires [ROM]

f(I) est un intervalle, TVI, théorème de Darboux, poly de degré impair, théorème de
point fixe

2. Continuité et compacité [SKA] [GOU] [ELA]

Fonction uniformément continue, exemples, théorème des bornes atteintes

DEV 1 : théorème de Heine + applications

Polynômes de Bernstein, théorème de Weierstrass

3. Théorème des accroissements finis [GOU]

Lien extremum et dérivée, lemme de Rolle, théorème des accroissements finis, lien varia-
tions de f et dérivée, inégalité des accroissement finis

III. Etude de certaines fonctions

1. Suites de fonctions [ELA]

Continuité de la limite de la suite, contre-exemple, dérivabilité de la limite de la suite,
contre-exemple, fonction zêta

2. Intégrales à paramètre [ZQ]

Théorème de continuité sous le signe intégrale, transformée de Fourier, théorème de
dérivation sous le signe intégrale, DEV 2 : intégrale de Dirichlet

Présentation :

� Intuitivement, une fonction est continue si l'on peut tracer sa courbe représentative sans lever
le stylo.

� Une fonction peut vérifier le TVI sans être continue : par exemple avec le théorème de Darboux.

� Pour étudier les variations d'une fonction, on se ramène à étudier le signe de sa dérivée. On
place les résultats dans un tableau appelé tableau de variations.

� L'utilité du théorème de dérivation sous l'intégrale est qu'il permet par exemple de montrer
qu'une intégrale vérifie une certaine équation différentielle, et donc obtenir une formule explicite
de cette intégrale.

Développements :

� Théorème de Heine + 2 applications
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- Topologie et analyse 3e année, Skandalis, p121

� Intégrale de Dirichlet

- Calcul intégral, Candelpergher, p30 et 212

- Analyse pour l'agrégation de mathématiques, 40 développements, Bernis, p262

- Oraux X-ENS Analyse 3, FGN, p214
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� [ELA] Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, El Amrani

� [ZQ] Analyse pour l'agrégation, Queffelec-Zuily
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