43 Lecon 223 : Suites réelles et complexes. Convergence, valeurs
d’adhérence. Exemples et applications.

I. Convergence des suites numériques
1. Limites d’une suite [ELA]
Limite, suite CV/DV, CV = bornée, opérations sur les limites, moyenne de Cesaro

2. Valeurs d’adhérence [ELA]

Sous-suite, valeur d’adhérence, CV = unique valeur d’adhérence, contre-exemple, cas
des suites extraites paires et impaires

II. Le cas des suites réelles

1. Théorémes généraux [ELA]
Inégalités de limites, théorémes des gendarmes, CV dans le cas complexe, DV vers 400/
—00, suite croissante/décroissante, théoréme de la limite monotone, suites adjacentes
2. Suites bornées [ROM]
Lemme du soleil levant, théoréme de Bolzano-Weierstrass, corollaires avec les compacts,
théoréme de Heine, limsup et liminf, lien avec les valeurs d’adhérence, lien avec la CV

III. Suites particuliéres

1. Suites de Cauchy [ELA]
Suit de Cauchy, propriétés, EVN complet, R et C sont complets mais pas @Q,

2. Séries numériques [ELA]

Série, suite des sommes partielles, convergence, somme, série géométrique, reste, lim u,, =
0, cas de CV des SATGP, théoréme de comparaison, théoréme d’équivalence

Présentation :

e Dans de nombreuses situations, on cherche a connaitre ’évolution d’un phénoméne modélisé
par une suite. On veut donc comprendre son comportement dans le futur, ce qui conduit a la
définition de limite.

e Avec l'exemple de la suite ((—1)™),, on observe que cette suite ne converge pas mais que ses
termes pairs et impairs sont des suites constantes donc convergent. Cela conduit & la notion de
suites extraites et de valeurs d’adhérence.

e On a un théoréme qui nous dit qu’étudier la convergence d’une suite complexe revient & étudier
la convergence de ses parties réelles et imaginaires. Cela justifie le fait de s’intéresser en parti-
culier aux suites réelles.

o [L’utilité des suites de Cauchy dans les espaces complets est qu’elles permettent de démontrer
qu’une suite converge ou non, sans avoir besoin de connaitre la limite.

e (Quand une suite diverge, il peut étre intéressant de savoir « comment » elle diverge, c’est-a-dire
a la méme vitesse que quelle autre suite.

Développements :

e Théoréme du point fixe de Banach-Picard et théoréme du point fixe itéré
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- Mathématiques pour I'agrégation, Analyse et probabilités, Dantzer, p146
- Topologie, Queffélec p185

e Développement asymptotique de la série harmonique
- L’Oral a I'agrégation de mathématiques, Isenmann et Pecatte, p380
- Oraux X-ENS 3, FGN, p224

Références :
e [ELA] Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, El Amrani

e [ROM] Eléments d’analyse réelle, Rombaldi
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