41 Lecon 219 : Extremums : existence, caractérisation,
recherche. Exemples et applications.

I. Existence et unicité d’extremums
1. Définition et premiéres propriétés [ELA] [ROM]
Maximul local et global, extremum, extremum =- point critique, contre-exemple
2. Compacité et coercitivité [GOU| [BMP|

Théoréme des bornes atteintes, distance entre deux compacts, théoréme de point fixe sur
un compact, fonction coercive, prop, distance & un SEV de dim finie

3. Fonctions convexes [ROM]| [ROU| [BMP]

Fonction convexe, épigraphe,
, min local = min global

II. Cadres spécifiques
1. Dans un espace de Hilbert [LI| [BMP]

L’application P est 1-lipschitzienne, théoréme de projection sur un SEV fermé, théoréme
de représentation de Riesz, existence de ’adjoint, existence du gradient

2. En analyse complexe [TAU| [BMP]

Inégalités de Cauchy, théoréme de Liouville, théoréme de d’Alembert-Gauss, principe du
maximum local et global

III. Utilisation du calcul différentiel

1. Condition du premier ordre [ELA] [ROM]

Point critique, extremum =-d f(a) =0, contre-exemples, lemme de Rolle, TAF, lien avec
les variations de f

2. Condition du second ordre [ELA]| [BMP] [GOU]|

Minimum local = d2f(a) est positive, d*f(a) est définie positive = minimum local strict,
contre-exemples, cas de la dimension 2, exemple

Annexe :

e Schéma projection sur un convexe fermé [BMP]

Présentation :

e L’optimisation est la branche des mathématiques qui s’intéresse & trouver les maximums et
minimums d’une fonction. Le but est de trouver un point qui réalise cet extremum. On peut
aussi se demander si ce point est unique.

e Dans un EVN de dimension finie, la distance a un fermé est toujours atteinte grace a la coer-
citivité de la norme.

e Les fonctions convexes sont trés utiles en optimisation car pour celles-ci, les conditions néces-
saires d’extremum sont en fait suffisantes.

e La minimisation de la distance d’un point x & un convexe fermé non vide dans un espace de
Hilbert est un probléme agréable : il y a existence et unicité du point minorant. De plus, on
dispose d’une condition nécessaire et suffisante de minimalité : la caractérisation angulaire de
la projection.
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e Dans le cas on K =1, la caractérisation du projeté exprime que Pc(x) est 'unique point y de
C' tel que pour tout z € C', 'angle formé par les vecteurs x — y et z — y est obtus (supérieur ou
égal a 7 /2).

e La conclusion du théoréme de projection reste vraie si 'on suppose seulement que H est un
espace préhilbertien et que le convexe C' est complet pour la distance induite.

e [FEn analyse complexe, pour des fonctions holomorphes, la propriété de la moyenne s’oppose a
I'existence de maximums locaux.

En revanche, il peut y avoir des minimums locaux. Par exemple f(z)=z sur D(0,1) : | f| admet
son minimum en z=0. Il peut étre utile d’appliquer le principe du maximum a % pour obtenir
des propriétés de minimalité pour f.

e Pour étudier le sens de variation d’une fonction, on étudie le signe de sa dérivée et on consigne
les résultats dans un tableau, appelé tableau de variations.

e Grace au théoréme de Schawrz, la différentielle seconde est une forme quadratique et la hessienne
est une matrice symétrique. Avec la méthode de réduction de Gauss, on peut trouver la signature
de Hess( f) qui va nous donner le nombre de valeurs propres strictement positives et strictement
négatives. Cela va étre trés utile par exemple en dimension 2.

e Lorsque l'on recherche des extremums, on peut penser a :

o Utiliser des arguments de compacité.

o Regarder si la fonction est convexe.

o Regarder si la fonction est coercive.
Développements :

e Théoréeme de projection sur un convexe fermé + corollaire sur m¢
- Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel LI, p32

e Critéres de convexité d’une fonction différentiable
- Petit Guide de Calcul Différentiel, Rouviére, p127-329-381

Références :

e |[ELA]| Calcul différentiel, El Amrani

e [ROM] Elements d’analyse réelle, Rombaldi

e [GOU] Analyse, Gourdon

e [BMP] Objectif Agrégation, Beck-Malick-Peyré

e [ROU]J Petit Guide de Calcul Différentiel, Rouviére

e |[LI] Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel LI

e [TAU] Analyse complexe pour la Licence 3, Tauvel
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