39 Lecon 215 : Applications différentiables définies sur un ouvert

de R". Exemples et applications.

I. Applications différentiables

1. Différentielle [ELA]

Fonction différentiable, différentielle, exemples, différentiable = continue, stabilité par
CL et composition, exemple de ||.||

2. Dérivées directionnelles et dérivées partielles [ELA]|
Dérivée selon un vecteur, différentiable = dérivée selon tout vecteur, contre-exemple,
dérivée partielle, expression de la différentielle, matrice jacobienne, régle de la chaine,
gradient

II. Différentielle d’ordre supérieur

1. Applications de classe C! [ELA]

Fonction de classe C?, équivalence pour étre C'*, TAF, IAF, caractérisation des fonctions
constantes,

2. Différentielle seconde [ELA]

Fonction deux fois différentiable, identification avec les applications bilinéaires conti-
nues, différentielle seconde, expression de la différentielle seconde, théoréme de Schwarz,
contre-exemple, matrice hessienne

III. Optimisation

1. Recherche d’extremas [ELA] [GOU]|

Point critique, extremum =-df(a) =0, contre-exemple, minimum local = d?f(a) est
positive, d2f(a) est définie positive = minimum local strict, cas de la dimension 2,
exemple

2. Le cas des fonctions convexes [ROU| [ROM]

Fonction convexe,
, min local = min global

Présentation :

L’idée du calcul différentiel est que :

(accroissement de la fonction) = (terme linéaire par rapport a 'accroissement de la variable) +

(petit terme correctif).

Au voisinage du point a, I’application f se comporte & peu prés comme ’application affine

x— f(a)+df(a)(z—a).

En dimension quelconque df(a) dépend a priori des normes sur E et F. Cependant en dimension
finie les normes sont toutes équivalentes donc le probléme ne se pose pas. On a également que
la différentielle est forcément continue car linéaire.

La notion de dérivée directionnelle permet de quantifier la variation locale d’une fonction dépen-
dant de plusieurs variables en un point donné et le long d’une direction donnée dans ’espace
de ces variables.

L’existence des dérivées partielles en un point n’implique pas la continuité en ce point, donc
encore moins la différentiabilité en ce point.
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e Comme df(a) est une application linéaire, on peut la représenter par une matrice dans les bases
B et B’ : il s’agit de la matrice jacobienne.

e L’existence du gradient pour une fonction différentiable découle du théoréme de représentation
de Riesz, car la différentielle de f en a est une forme linéaire continue (attention il faut abso-
lument que f soit & valeurs dans R).

e Le gradient est représenté par la transposée de la matrice a une ligne Jac f(a).

e Le lemme de Rolle et le TAF sont faux lorsque f est a valeurs dans un R-EVN. Par exemple,
I'application f:[0;27] — C tel que f(t)=e" vérifie f(0)=1= f(27) mais pourtant f’(t)=ie"
n’est jamais nul.

e Lamatrice hessienne est la matrice de la forme bilinéaire d?f(a) relativement & la base canonique
de R™. Elle est symétrique sous les hypothéses du théoréme de Schwarz.

Avec la méthode de réduction de Gauss, on peut trouver la signature de Hess(f) qui va nous
donner le nombre de valeurs propres strictement positives et strictement négatives. Cela va étre
trés utile par exemple en dimension 2.

Développements :

e Différentielle du déterminant
- Petit Guide de Calcul Différentiel, Rouviére, p83
- Algébre, Gourdon, p142

e Critéres de convexité d’une fonction différentiable
- Petit Guide de Calcul Différentiel, Rouviére, p127-329-381

Reéférences :

e |[ELA] Calcul différentiel, El Amrani

e [GOU] Analyse, Gourdon

e [ROU] Petit Guide de Calcul Différentiel, Rouviére

e |[ROM] Elements d’analyse réelle, Rombaldi

74



194
i3

5t#
73

g

27

< Vit () L
il AL e o B T e R < b
-y v w........ﬁ\id \ 2P u.l!»w...-.ivs‘,m. ahat Ao .3»\\‘ -p 7 e
o’ 5 .Q\wi,l,wiv{.\\(w Je2 \ = .\k... Il poim g by *p u\ 3% e b \WA_
G TE e e e P B A W ) (ot
B

v\gal( 1»]4

-

2 qaﬁ\\ .ﬂ\mn. w.u.« "

Yog

72 :.wa T e sl A oo Tl R R ¥ » ‘qu_esm
e ey .Y._\.,i.uivl\vk.\w 3r? \ gtk qev)

\\V\..\Hd% . ..UV\ 1.\\~\ln
R b o

2 @

AR Jel e g e

OB e e TR -3 AT i SO0 i /> .....I.l...|l|‘. hrpc ok

B il = A S gt g7 0 9k P

T RO

Iy Sl i \...\n‘\&nm (e IP TN ed ~n

(o Te g Y a2y ) ~d

RSl ¥ it S yIG AT Ceop R gni!\\.n“ﬂ\c.-w
gy T *Tw&‘\ rvoyy Te=*® ¢ 9 R S o A

by v e W F TS s f 372 rbedor TR S e

c(a) (kP =028 79

» —p ¥ A JiiwaA v vy \v\\.q..u.ww P .mv\lwi\.- <k T ZA

e it s i B il 2 AR e BT e

i o ¢ e Y i [ iy vy ~0

P O R T R i s (e U 7 g . s WAATA

g7 (231704 RS bl ‘R A Y2 ?A Ty -p)t

) warvap T ¢1¢.ch b ¢ —~p FefgNF 2N 3¢ ¥ Nw‘a
ry133 Peer~d eamap ¢ PpTry el AR

Hre
cgevms epgpeepfp g [PENLH T & o e
J«k.u g2 € reop Foy=C b, 97 U s peH A X6 )y

WS PO e LM T O u?w\\ 37 e 7 l~173
(2/FP 0 (196 ) 6P (Y (/€))7
e 3 u\.wc...*tw,\\ﬂk.uu 42 \hﬁ a%.ﬁw..\ )¢

+

7

S S T 2 A e B % e it b DR s

AD A T AR AT, Y e e L

.N«\i\ 402 u_.)h..:\\wo\q{ t.\, R I o o e 30
R R P
\\l T I G M\)\m

T M N
.\ A 1

.\.‘\ 1 % ~vrvapMTe)

coryir a3 gy ey hT T

C(e)Cp t (ITY (= )b+ lryr A9 TA
#ﬂ!.J..?nx&.._. 0 Cphp Tuwr Y | T
sl ge Bod datien XA Ty Iy

Fr—— l.-

i“

47 N
N TE J\._.«........!q{\u.\.._. 9

¢

oy S S A 7y 2 (< )FT

ey a1 F

F g o o X T A ARSI L . —
.:w..\»....i.c._:uu D L o gAY \ 3 D ov,)
g g et ST I F-SITE . e

lfﬁ\ﬂ\wﬂ a1 \ w.tBV( < Qd.sl\.t.-.lq-w F et =) i 177 \ g ..W ....CL
‘3 9 YA PIFA <y x D7 = (Y)()FF

42 #J,..J..q{%u« RS R R =)/ 178
ekt M | {Nl.x_w

foae | %)\\ - p

.A.‘\.V u_...\utl\‘un 2
TR A 7y —eryrry ) \\:_
e ey A iy =¥ Ay TITE g
\,‘&l?ﬂﬂ%uﬂ wvw\m\h\b\‘ ' o P O +73 £ .
4 g2 \.\q - uv\nq‘(‘ia)nv‘\.ﬂ .hwn\ r~bh 2. R \w Np._..é
e W 1 e sl
wasp 40§ Tw e W b o=

J\A?u.ws..)\..v\,-m. w\\\ e 2 R g

7 :..wiﬁdvm 97 ..__....\.Tiq&q vz ig rtyeming

..\vw..vx...J AT T
ﬂ.«\_\w Ly T \ 7 LYALE!
P e e T R i e —q 707
oy gt (n3mre t (1174 O F (1+~74
. L ey et L - 2 P ol =
s AL, sl 2 Y ke 2R
/ r~h 3 T vw,..d

v yomd ~ gy fre 17
Lv 1320 va&é{?\%«q?
Py AN NI &

..u\slb,.\ 172 43 2 3y T I WP 4TI ~ p 57 t—\\nh\ \,,..\__n.w .”_..i.m

b4 W

.ﬂi‘.a\.mlq.tw\\;q <7 &\miwx.w .(ﬁx v.w .w;\h.\,....éu
s reof B g arraf ey sen ~ohR

N9
13



O —_—
voyy v > ol Dagt o i &7 Wean: il 4 *Q X el

& W ¥ Erm mh\f Wy ey ey g fp A5 2y==at~w) 39 | Y

: %( 1 ¢ *<

(oc) FTax F.(27°) F%

Oy e u.?\u\\ ar

'y uvil.‘&l.\...\ﬂ&uﬂ - ol\._.\ J¥  evaav03 g L ac RE R fﬂ.\uiqwﬂ\kq
Fye-qpo S ey -2t pevopy Y S webr

[ & *®
1 72 ] » — » € - - - =
(%)= (b)) > T % e =il 39 L FE T T oA s gy R EA ERETS ».\\th apailrs. 0 h
VT rug fre Lxg R s 3 wrpr 9 genifgr nst” 3 A 2 1 n=0) A~Ar0 |0
B G e Rided e A e (r~=f ry=rareev™ P geta—r )y v WLV
i 1S .a&|4w\v\\1|l.\¢\\\|\4\\

\q..e n.‘-ﬁ =) \‘ﬁ\,.\ .wt...q__.m .1.(-.\ }Qwv\ % J.‘J,.ﬁ.(m_
A | ’ -3 g u}\ﬁ
ISQ;WY\..\H ~_¢§\ s P “ 97S mN(‘l..\am o7 wu\m E@(.q_iik ¢ b ) i e i | B R e 2, “\ Y \..u w“\ =
n 2 vt ¢

.bvuﬂ \..nﬂ -‘u..h e .f,’\\ﬂ&\\.-ﬂ- W — 3 \ AT 4 .“-.ﬁ 17 A~
P )4t rwr 0L 15

m .1.!_-\\ ‘w!T\lﬁn«.dvé.G

‘N e 1 JJ“.‘

4 - —_— e ; £ - ¢ -
G T DL RS Ll P . M\“ﬁ\mw ~Nu vean=e j¥Iae 9 37 d 7 L0
oy AL [t —-rS bR/ r~p~wf u.{w;.{u - AT i . 25 Sy s a7 el % It Kt =
§92 \ﬂw. 7 \ i F Y n \ g I|N|\ P oy tq.t..w,...s\ﬁrqc A o woe Ey erl | : 1 jelu.
vra| ey ~By © ® = AT o AR e srp> P THI A R TR Lk ot i S,
W ..U VﬂAJ\Q \Mﬁ qre “ o ey oy~ R .wt..u*ﬂ.t_.nw \ \Vﬂ a.\m.{tk
RO R 7 Sl ok ot T L 0 T T e o i AR o o rreapd op 17 -~ Sa
% / (¢ = (47y) 0 i R (o : > ‘¥
i (it (A 0r269(7P 7% A \‘ ‘n s rezymer ¥ (1731 R 13H\ﬂ
.(....\N M.\.t:l“\-u ( m\q Bt 7l 7 o Uh — N 4% e - 2 7 n v~ T e o I/
ek w)bap A (4 7373 14 oyt T T 3 s T (e
92 . (Q,Jtu.d‘\\i\\ \ Ip  Pp ~e@I2Y wwﬂxw.‘.wiﬂuv\.ﬂ %\ks qre “ 55 Wy S rremy? 47 7 rbo 27 P jﬂ.m 713
¥13 7 B At Y\Ji,t.*.vu..n.w\..w q.t-n\ s i 2 \ r*Jy n\w € M....Q 3 o) 2000y 2P —\é...(‘.utv..w\.&*. (v
S ief AR 4 5g P ety e7 ot K Aty L | rﬁ...*..nw.d\ - A ..\(.uu.{u.ks..,. .v.(-.\cua\_u \vo..u‘..ra_i{.\\u;r%%ﬂ -
sous  Sfeips AW 4 ron 3l g Ermayg el U......st.q + 5 2 AT
omgmry e 2w iz (yI()FPIT SNt e DAL e W Mk i e g e e MJJV £ha TR a S
PR PR M A s S R s Lt b N ot IR U B R o T B (i s
Fanhadi I( 4 \i\m\\ww sﬁ{ﬁwﬂ.ﬂ id;ﬁ%iv&.ﬂ b4 LK w.!.h{«..{é Aa\\«tx\bv haﬂ&\t\\w \.U.. EA . —b w\v.m ﬁ..u\ \b gy 42 WYy
R Q&c.dl?\&«w et S #r 7 T I \JZ\..P AR B P ol e agerrr T 16s
e A IS i o Do qvmy~ra P 17 ¥ |37 A Uy T TS sq=cy=ra g welni ¥ 31 T prdfvis
iz v =1 yregmralfp cw# =mp g0 o~k ax 0 TZi /N g 1Le oy “x ¢
3 - — . w Pl = - \ ‘ﬂt -‘
. [v13] 2r @ 7732 fx (2 il oM e SR B A
; ) 2 : e 1 ﬁ\h)‘ frr~ Iy g LT de~v 4
Tswn_ ot S ks S Wl wed e e NPT T @ t e Ly oo ATE A i A e
_ O & S ) o e S o o { i) soiies

Noe W soewawsiel WL ¥ X, TR B e Sl X ’
\ 1 - ! ﬁ Lo~ M N\\Mﬂ wﬁwq Nw e ~0 \\-\‘. U-Jl\hu-(-&\g J‘ _V...\(« naﬂ._”v.ﬂwﬁ\ﬁiﬂ .\]ow}. ﬁmﬂ. ....lﬂo:“. e2

-

. -y Ads ¢ S v . ~ 5 =
0oy QM P .q....w‘ \. —— 3% e w.m.\vﬂ u.N. log iﬂ.‘wtu.«w%\ﬂq ﬂu\\u \r\ 2 \V.Wx\“ﬁdm H.NIM u_.iw\ LR

¢ b I R D S i R Y (N e 5¢
ws bt .n.xn.q




,,..2

r\n&_

ric
noy

(14
5%&

trs

Neryf

LY

i s

Z w3 YA n3 *A

&'l o
— .m?llm-.{ ¢H. u*w\.!ﬂ_w

~ -

s 2 (Y Y2 2b 0 A7

Qatﬂﬁlw:nw§.ﬂ .....ﬁ\ .uio_u 367 Y= 0 ..\ ¢

n—\o‘ o et et e N ) 3

_.i__.%\.)u \\ ..iud.c.v\

Jre \ be AR MQ)Q
qop~ Vv

o Z(2)/P 10

Ch N

1 239

JHINA
"I A
..w.!“uﬁ et

i

s STQ..\ 3T W "
‘AP C*a pre~Cypepbp L Qb (2
S S e o I it

TR 0 o g iy Rk O e I I bl S B Jov)
m..d.. e« -

v yamp v 2 Th T

WAy AT TR 4R

_Fuﬂ Teg _r.u.h\.\

by 1) g 3

17 AV \JW s L

Ut e= N n\ ¢ Y A d)\liww\..___..\,ﬁu
= ﬁd\qw«a\\a_u Lp? n«\w{ﬁk
1)_.1* .-‘153& Tbtw ,.u.(wv » il N...}!J\si\ e nw\\ 3 ﬂ

iy~ : 7
vy  2r2A—2 47 \ g 747 s e | 7 & Rt | v..\\v‘§t1 ¥ “
P K2 A=V) &.v&!ﬁ n 3

Ly RN ) Uqé_

.wo..t..\\ta 4T N F vp werdived
ﬁr&a&,u [naj) rexeave? Tn.t&qf\\ ap

(€)bg 1+ (9F (-8 5 (€3¢t (1))

\nr.,.......uwnw) ‘3 € 7xA

w,(*.c&aﬁ - nw.&..mm. el Nrwd

| FEL ¥k e B

o Al B

2 et R R e BN ap ™S

Fivgwe, pPp Sty 47 wa\uJ. ._i,i,k ~ fT (07¢) > » =8
(af r1? (@) (0 @) i ek ired ¢~ \._33\
el M R S T

d g s e o ey AT R Y
" =g A Ye P évd 1\!“ 7 o da5-3v %5 (¢

e’ B ata i e T o R i s B et 1 \ ‘o > 37 Gka__.\nw{ 56

i gy S o g R R 3
h.ﬁ.r_ﬂ .-_Jnﬂ
...\*n ﬁt\ ﬂ\ - ¢ m...w.“\l =
; év\ * (=) zZ 3 «r '3
it arod g enempfy aeb y 4
3 A 2
ot e AL S T P S U o s i L i L4 3
P S Ly i KO G SIS
- ‘_1’1& Ull..._)\_.mu\
ol L A v ey \\&...w.r...«_\ i P th-.‘.- 1« o
4 z - ~ - 3f3 A3 ™
s ke P st P TRy 1 e
wodidor o "y ey et o T e 0T F TS S
a7 l\n.k ?.l\-‘.\.wlaxu‘.t\& vl[.(da\ s A L a..u\\.__u

= v ~ i M 01&.!?\\&4 \.e%\ wmp 3% \
A e ety /5 LA devg

- et Tt N o ¢T11
‘.._.?awif\\uaw etk

\ j I‘\!UJ\M.-\U . 1..1& 4o _~
J oo Pommeof s TR
s -re R oz
. = - r~97y ™ el L N M\
M ..\\m.‘... H& w0t p ats YTRL
v yenp e £ 15 AT R T 3 ;
SRSy TR W R s i b

T B e g 44;.574..\4\4 w0l g3 b tra

H)ﬁu\wu ﬂt..qwlu \.a\\!\ﬂ.\wv«u\w Jdiu.ﬂ\bﬂﬂ :_\
b o s lo m

B e i

e i e, S S o
u!.io..qi 31{*&]& rw...wx\mq.‘w. !ﬁ @

Tl

na<

L{e
13

3»&\\1 Kz \n.ﬂ hﬂlxy\\\\zl QJ..t....wiSc vy




	39 Leçon 215 : Applications différentiables définies sur un ouvert de ℝ^n. Exemples et applications.

