
37 Leçon 209 : Approximation d'une fonction par des fonctions
régulières. Exemples d'applications.

I. Approximation de fonctions continues

1. Formules de Taylor [ROM]

Taylor-Lagrange, Taylor reste intégral, DL, Taylor-Young, inégalités usuelles

2. Approximation sur un compact [GOU] [ELA1]

Théorème de Heine, théorèmes de Dini, polynômes de Bernstein, DEV 1 : théorème de
Weierstrass, application avec les intégrales

II. Approximation en théorie de l'intégration

1. Résultats généraux [BRI]

Lemme fondamental d'approximation, densité dans les Lp

2. Polynômes orthogonaux [ELA2] [BMP]

Famille totale, base hilbertienne, poids, L2(I ; w), polynômes orthogonaux, exemples,
condition pour que les polynômes orthogonaux forment une base hilbertienne

III. Approximation de fonctions périodiques

1. Séries de Fourier [ELA2]

C2�, L2�
p , en, coefficients de Fourier exponentiels, coefficients de Fourier réels, série de

Fourier

2. Convergence au sens de Cesaro [ELA2]

Somme de Cesaro, DEV 2 : théorème de Féjer, corollaires, théorème de Weierstrass
trigonométrique

3. Convergence en moyenne quadratique [ELA2]

(en)n2Z base hilbertienne, théorème de Parseval

4. Convergence ponctuelle et normale [ELA2] [GOU]

Théorème de Dirichlet, calcul de sommes, théorème sur la CVN

Présentation :

� La formule de Taylor avec reste intégral permet d'obtenir des résultats plus fins que la formule
de Taylor-Lagrange, et donc nécessite une hypothèse supplémentaire. Elle est valable pour des
fonctions à valeurs dans un espace de Banach.

� Les développements limités permettent d'approcher la fonction en un point par des polynômes.
Cela est notamment utile pour la recherche de limites.

� Le théorème de Weierstrass permet d'approcher de façon globale et uniforme des fonctions par
des polynômes, qui sont des objets très réguliers et facile à manipuler.

� Le lemme fondamental d'approximation pour les fonctions mesurables est très utile pour démon-
trer des résultats car permet de faire le chemin de Lebesgue : on montre le résultat pour les
indicatrices, puis les fonctions étagées positives, puis les fonctions mesurables positives, et enfin
les fonctions intégrables. C'est par exemple le cas pour démontrer le théorème de transfert.

� L'idée de départ des séries de Fourier est d'exprimer toute fonction périodique f comme somme
trigonométrique en sinus et cosinus de même période T. En effet, les fonctions sinusoidales sont
extrêment régulières et bien connues, il est donc pertinent d'essayer de s'en rapprocher.
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Ces techniques ont été introduites par Fourier afin de résoudre l'équation de la chaleur.

� Les questions centrales de la théorie des séries de Fourier sont :

� Pour quelles fonctions y a-t-il convergence de SN(f) ?

� Et y a-t-il convergence vers f ?

� De quel type de convergence ?

Développements :

� Théorème de Weierstrass par les probabilités

- De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman, p195

- Oraux X-ENS 6, FGN, p259

- Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, El Amrani, p158

� Théorème de Féjer

- Analyse de Fourier, El Amrani, p181
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