Lecon 264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et
applications.

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. [App]

I Définitions et modélisation

I.1 Définitions et propriétés

Déf 1. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (2, F). On dit que X
est une variable aléatoire discréte si X (€2) est un ensemble fini ou dénom-
brable.

Notation 2. Soit X une variable aléatoire réelle. Pour tout « € R, pour tout
A c R, on note :

1 {X =z} :=X""1{x}).

2. {X eA):=X"1(A)
La probabilité associée a ces éléments sera notée P(X =x) et P(X € A).
Déf 3. Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, F,P). On appelle loi de

X Dlapplication Px définie sur la tribu B des boréliens par : Px : B — [0,1],
A~P(X e€A). On note X ~Px.

Prop 4. Soit X une variable aléatoire discrete. Notons X () = {zy : k € N}.
Alors pour tout A cR, Px(A4) = ) P(X =xy).

:EkEA

Rq 5. La loi d’une variables aléatoire discrete est alors entierement déter-
minée par X () et P(X =xy), pour tout x € X(Q).

Ex 6. 1. Soit x € Q2. On définit la mesure de Dirac associée au point z € R
par : YACR, §,(A)=1sizeA 0siz¢ A SiP(X=2)=1, X ~0,.

2. Soit p € [0,1]. On appelle loi de Bernoulli de parameétre p, notée B(p),
la loi p = (1 -p)dp + pd1. On dit que X suit une loi de Bernoulli si
P(X=1)=petP(X=0)=1-p.

3. On dit que X suit une loi binomiale de parametre (n,p) € Nx[0,1], noté
B(n,p), si pour tout k€ [[0,n]], P(X =k) = (Z)pk(l —p)nk

4. On dit que X suit une loi géométrique de parametre p €]0,1[, notée
G(p), si P(X = k) = p(p—-1)*, pour tout k e N*.

Déf 7. Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction de répartition est
Papplication Fx : R - [0,1], ¢t » P(X < t).

0 si t<0
Ex 8. Si X ~B(p), Fx(t)=13 1-p si te[0,1]
1 si t>1

Prop 9. Soit B € F, la fonction indicatrice de B, notée 1 4, est une la variable

L siweB . De plus, 1p ~ B(p)

aléatoire définie par : Yw € Q, 1p(w) = { 0 sinon

ou p = P(B).

Ex 10. Soit Y une variable aléatoire réelle. Soit X = 1y, alors X ~ B(P(Y >
0)).

Prop 11. Soient A, B e F. Alors 1gynp=1alpet 1-14up=(1-14)(1-1p).
Il en découle que le produit et la somme de deux variables de Bernouilli, est
une variable de Bernouilli.

Déf 12. Soit X une variable aléatoire discrete telle que X (§2) = {xy : k € N}.
On dit que X admet une espérance si Y |zx[P(X = z)) converge. Dans ce
n>0

+00
cas, on note E(X) l'espérance de X, la somme E(X) = > 2,P(X = zy).
k=0

Ex 13. 1. Si X ~B(n,p), E(X) =np.
2. Si X ~G(p), B(X) =+,
p

Prop 14. Si X est une variable aléatoire discrete, X(2) = {zy : k € N}.

Alors X = Z Tl x-g,)- Réciproquement, s'il existe {yx : k ¢ N} C R et une
keN

partition de Q : (Ag)x € FN telle que X = Z yrla,, alors X est une variable
keN
aléatoire discrete.

App 15. Soient X,Y deux variables aléatoires discretes et a, 5 € R. Alors
aX + BY est une variable discrete. De plus, si X et Y admettent une espé-
rance, alors aX + Y admet une espérance, et E(aX +5Y) = aE(X)+SE(Y).
Enfin, si X = ) yyla,, alors E(X) = > 2, P(Ay).

keN keN
Thm 16 (Formule de Transfert). Soient X une variable aléatoire discrete
et ¢ : R > R une fonction. Alors ¢(X) est une variable aléatoire discréte.



De plus, ¢(X) admet une espérance, si et seulement si, Y [¢o(z)[P(X = )

keN
converge. Et dans ce cas, E(o(X)) = Y o(zk)P(X = zg).
keN
1 1
Ex 17. Soit X ~ G(p) et soit Y = < Alors E(Y) = —Zg.

Déf 18. Soit X une variable aléatoire discréte. si X2 admet une espérance,
on dit que X admet une variance, et 'on note Var(X) = E(X - E(X))2.

Prop 19 (Konig-Huygens). Si X admet une variance, alors Var(X) =
E(X?) -E(X).

Ex 20. Si X ~ B(p), Var(X) =p(1-p).

Thm 21. Soit p €]0,1[ et soit n € N, et soient X1,...,X, ~ B(p) indépen-
dantes. Alors X +...+ X, ~ B(n,p).

Prop 22. Soient X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p). Si X et Y sont indépendantes,
alors X +Y ~ B(n+m,p).

1.2 Modélisation

Ex 23. On peut modéliser un tirage a pile ou face par une variable aléatoire
X ~ B(p). Sil’on note A I’événement "la piece fait pile", et B I’événement "la
piéce fait face'; et p la probabilité que la pile fasse face, alors P(A) =P(X =
1
1)=p, et P(B)=P(X =0) =1-p. Si la piece n’est pas pipée, p = 5
Ex 24. On souhaite modéliser une loi caractérisant le nombre de de piles
obtenus avant le premier face. Soit Y une variable aléatoire comptant le
nombre de pile. Alors Vn e N, P(Y =n) = (1-p)"p. Y suit une loi similaire
a une loi géométrique, sauf que Y est a valeurs dans N et non N*. On notera
cette loi Gy(p).

Ex 25 (Probleme des chapeaux). Soit n > 1 hommes qui souhaitent récu-
pérer leurs chapeaux. On suppose que chaque chapeau est remis de maniere
aléatoire a chaque homme, et on souhaite savoir en moyenne combien de
chapeaux seront remis.

On pose Q = &, le groupe des permutations a n éléments, F = B(Q) et

1
P({o}) = —» pour tout o € . On considere la variable aléatoire : Vo € €0,
n!

X(o)=H{l<k<n:o(k) =k} =) Ta,(0), ot Ay = {0 : (k) =k}. Alors
k=1
1 no1
puisque pour tout k P(Ag) = —, E(X) = Z Z -1,
n k=1

II Un exemple : la loi de Poisson

Déf 26. Soit A > 0 et X une variable aléatoire a valeurs dans N. On dit que
X suit une loi de Poisson de parameétre A\, notée P(\), si pour tout k € N,

Prop 27. 1l s’agit bien d’une loi.
Prop 28. Soit X ~P(A). Alors E(X) =Var(X) = A.
Prop 29. Si X ~P(\) et Y ~P(u), alors X +Y ~ P(\+ p).

App 30 (DEV 1). [GK19] Supposons (Xy,), indépendantes suivant une loi
n
de Poisson de parametre A, > 0. Soit Y, = H X.
k=1
1. (a) P(X, #1 pour une infinité de n) = 1.

+o00
(b) Soit p=J](1- e™). Alors :
k=1

ps [0 avec une probabilité de 1 —p
Y, — e 2
+o00 avec une probabilité de p

(¢) Si An=o(In(n)), p=0. Si An =2In(1+n), p= %

2. (a) Si )’ AF converge, alors lim X, <k -1 ps.
n—+0o

nx1
(b) Les valeurs d’adhérence de (Xp)n, si A, =
1
{0,1,...,[—J}.

«

1
— ou « > 0, sont
na

Thm 31 (limite d’épreuves de Bernouilli). Soit (X, )n>1 une suite de va-
riables aléatoires de loi B(pn), ot (pn)ns1 €]0,1[ telle que np, —— .

n—+oo

Alors X, 2 P()).



III Fonction génératrice

II1.1 Propriétés et caractérisations

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.

Déf 32. On appelle fonction génératrice de X, notée G x, la somme de série
entiere Y P(X =n)t"

n>0

Prop 33. Soit R le rayon de convergence de la série entiere > t"P(X =n).

n>0
+o00
Alors pour tout ¢ €] - R, R[, Gx est bien définie, et Gx (t) = Y t"P(X =n) =
n=0
E(t%).
Ex 34. 1. Si X ~B(n,p), Gx(t) =(1-p+pt)" pour tout ¢ € R.

o
1-(1-p)t
3. Si X ~P(N), Gx(t) = XD pour tout ¢ € R.

1
2. Si X ~G(p), Gx(t) = pour tout T <t<

-p 1-p

Prop 35. Soit R le rayon de convergence de Y ¢"P(X =n).

n>0

1. R>1

2. Gx est bien définie sur [-R, R]. C*™ sur | - R, R].

3. Gx(1) =1. De plus, Gx([0,1]) € [0,1] et Gx est strictement croissante
et convexe sur [0, 1].

G (0)

n!

4. Pour tout n e N, P(X =n) =

ratrice caractérise la loi.

, autrement dit, la fonction géné-

Prop 36. Si X ¢ L'(P), alors G’ (1) = E(X). Plus généralement, si X ¢
LP(P), peN*, GV (1) = B(X(X =1)...(X —k+1))
Prop 37. Si X et Y sont indépendantes, a valeurs dans N, alors Gx.y =

GxGy.

I11.2 Processus de Galton-Watson

Thm 38 (Identité de Wald - DEV 2). Soient (X, )n>1 une suite de variables
aléatoires a valeurs dans N indépendantes de méme loi que X : QQ - N, et N

une variable aléatoire aléatoire a valeurs dans N, indépendante avec tous les
N(w)

X Notons S(w) = ), Xn(w), avec S(w) =0 si N(w) = 0. Alors :
n=1

1. Pour tout t e [-1,1], Gg(t) = Gy o Gx(t).

2. Sideplus X et N admettent une espérance, alors S admet une espérance,
et E(S) =E(N)E(X).

App 39 (DEV 2 - Processus de Galton-Watson). Etant donnée X une va-
riable aléatoire discrete sur N, on note Yk € N. (X;")ns0, i>1 une suite de
variables aléatoires i.i.d, de méme loi que X et Vn >0, Vi > 1, X" € L?. On
note pour n € N, Z,, le nombre d’individus au temps n. Elle suit la relation

de récurrence :
Zy = 1

Zn
2. XF
i=1

, m=E(X), (z,), la suite définie par z,, = P(Z, = 0). 'événement M : "la
population finit par s’éteindre.".

Alors (z,), converge vers le plus petit point fixe de Gx. De plus, si m < 1,
P(M)=0,sim=1,P(M)=1,et sim>1, P(M) €]0,1].

VneN,
Zn+1

Prop 40. E(Z,,) = m" pour tout n > 0. Ainsi, si m < 1, la population moyenne
tend rapidement vers 0. Si m = 1, la population moyenne reste constante. Si
m > 1, la population moyenne tend rapidement vers +oo.
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