Lecon 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.

I Espace C(K)

Soient (X,d), (Y,d') des espaces métriques.

I.1 Continuité et convergence uniforme

[Rom] [Berl7]

Déf 1. On dit que f: X > Y est :
1. continue sur X, si: Vo e X,Ve >0, 30, >0, Vy € X, d(z,y) < 0z =
d'(f(x), f(y)) <e.

2. uniformément continue sur X, si Ve > 0, 30, > 0, Va,y € X, d(x,y) <

0e = d'(f(x), f(y)) <e.

Rq 2. Une fonction uniformément continue, est continue. La réciproque est
fausse, considérer  — 22 sur R.

Thm 3 (Heine). Si K est un compacte de (X,d), si f: K - Y est continue,
alors elle est uniformément continue.

Prop 4. Si K est un compacte de (X,d) et f: K — Y est continue, alors
f(K) est un compacte de (Y, d').

Thm 5 (des bornes atteintes). Si K est un compacte de (X,d) et f: K ->Y
est continue, alors f est bornée et atteint ses bornes.

Cor 6. Soit K un compacte de (X, d). L’espace C(K') des fonctions continues

sur K & valeurs réels, et 1'espace C(K,C), des fonctions continues a valeurs

complexes, sont respectivement des sous-espaces de Cp(X,R) et Cp(X,C). De

plus, || f]|eo := sup |f(z)| définit une norme sur C(K) pour f € C(K). De méme
K

xTE
pour C(K,C).
Thm 7. (C(K),||||e) est un espace de Banach.
Déf 8. Soit (f,)n une suite de fonctions de X dans C et f: X — C. On dit
que :

1. (fn)n converge simplement sur X vers f si:

Vn> N, |fo(z) - f(2)| <e.

VexeX, Ve>0,3N,. €N,

2. (fn)n converge uniformément sur X vers f si: Ve >0, AN, e N, Vr e X,
Vn2 N, |fo(z) - f(2)] <e.

Rq 9. La convergence uniforme implique la convergence simple. La réci-
proque est fausse, considérer x — z" sur [0, 1]. On remarque que ’hypothese
de continuité sur un compacte n’est plus suffisant pour avoir une réciproque
partielle.

Déf 10. (f,)n une suite de fonctions sur X est équicontinue si : Va € X,

Ve>0,30,.>0, Vye X, d(z,y) <0z = VneN, |fn(z) - fuly) <e

Thm 11 (Ascoli). Soit K un espace compacte de X et soit (fy,), une suite
de fonctions de K dans C. Si (fy,)n est bornée pour ||-||e €t est équicontinue,
alors elle admet une sous-suite qui converge uniformément.

Lemme 12 (Dini). Soit K un compacte de (X,d). Toute suite croissante
de fonctions dans C(K'), (fn)n, qui converge simplement vers une fonction f
continue sur K, converge uniformément vers f sur K.

Ex 13. La suite de fonctions (r,), définie par récurrence sur [0, 1] par o =
0 et rps1(x) = rp(t) + é(t — 7, (t)?), converge uniformément sur [0,1] vers

= \/x.

1.2 Théoréme de Stone-Weierstrass et conséquences

[Ber17] [Li] Soit K un compacte de (X,d).

Thm 14 (Bernstein). Soit f € C([0,1]). La suite (B,(f)), définie par

n

Bu(f)(z) = ), (Z)f(%)xk(l — z)*, converge uniformément sur [0,1] vers

k=0
f.
Thm 15 (Stone-Weierstrass - DEV 1). [Li] Soit A une sous-algebre de C(K).
Si:

1. A sépare les points : Vz,y e K, 3f € A, f(z) # f(y).
2. A contient les constantes.
Alors A est dense dans C(K') pour || -||co-

C-ex 16. L’hypothese "contenir les constantes" permet d’éliminer le cas de
lalgebre A, := {f € C(K): f(z) =0} pour un certain x € K.



App 17. Soit K un compacte de R", n > 1. Alors toute fonction f € C(K)
est limite uniforme suite d’une suite de polynéme & n variables (Py)g.

App 18. Soit A une partie dénombrable de (K, d). L’algebre engendrée par
x +— 1 et les fonctions z — d(a,x), a € A, est dense dans C(K) pour || - |[eo. Il
en résulte que (C(K),||||) est séparable.

Thm 19 (Stone-Weierstrass complexe). Soit .4 une sous-algebre de C(K,C).
Sic:

1. A est stable par conjugaison : Vf e A, f e A.

2. A sépare les points : Va,y e K, 3f € A, f(z) = f(y).

3. A contient les constantes.
Alors A est dense dans C(K,C) pour || - |[oo-

App 20. Soit (ey), la suite de fonctions définie par z ~ €. Alors
I’ensemble des polynémes trigonométriques, Vectc((ey)r), est dense dans
Cor(R,C) pour || - ||oo-

II Espaces [*

[E1 08]

II.1 Structure
Soit (X, T, u) un espace mesuré.
Déf 21. Soit p € [1, +oo].
1. Sip < +oo, on note £7(u) :={f: X - C mesurable : fX |[fIPdu} < +o0}.

2. Si p = +oo, on note Z*(p) := {f : X - C mesurable : IM € R,, |f] <
M - pp}

Prop 22. L? est un C-espace vectoriel.

1
Prop 23 (Inégalité de Minkowski). Soient f, g € £?. Alors ('[R |f + g|pdu) "<

( jl;mpdu)’l’ + A\glpdu);

Prop 24. f ~ g <= f = g p—pp définit une relation d’équivalence sur L (u).

Déf 25. Soit p € [1,+00]. On note LP(p) := LP(p)/ ~. On note abusivement
par le méme symbole "f", I'élément f de £P(u) et [f] sa classe dans LP(u).

Prop 26. Soit p e [1,+o0].

1
1. Si p < +o00. L’application ||- ||, : L - R, f ([R|f|pd,u)p, définit une
norme sur LP.
2. Sip=+00, ||| : L = R, f—inf{M e R, : |f| < M p—pp}, définit une
norme sur (L%, ||||c0)
Et (L?,||-||p) est un espace vectoriel normé.
Prop 27 (Inégalité de Holder). Soient p,q € [1,+0c0] conjugués, c’est a dire

1
que — + — =1 (avec la convention — = 0), alors pour tout (f,g) € LP x L%,
[0.@]

fgeL et ||fglli <|Iflpllglly- Avec égalité, si et seulement si, il existe («, 3) €
RI\{0,0}, ol f” = Blg|” .~ pp

Cor 28. Soit fe L’ nL? 1<p<q<+oo,alors pour tout p<r<gq, feL", et

1 o 1-« _
pour tout a € [0,1] tel que = ; + o ISl < Hf||;‘||f|\; @,

Thm 29 (Riesz-Fischer - DEV 2). (L”,||-||,) est un espace de Banach. De
plus, si (fn)n converge dans L” vers f, alors il existe une sous-suite (fy,(n))n
qui converge simplement y — pp vers f.

I1.2 Convolution
X =R, T =B(R) et p=dzx. [Li

Déf 30. Soient f,g:R — C. On dit que le produit de convolution de f et g
en x € R existe si la fonction t — f(z —t)g(t) est intégrable. On pose alors

(F @) = [ Fe-Dg(t)dr

Prop 31. f * g existe, si et seulement si, g * f existe. De plus, f*xg=g* f.

Thm 32. Soient p,q € [1,+00] conjugués. Si f e LP et g € LY, alors f * g(x)
existe pour tout z € R, et de plus, f * g € Co(R).

Prop 33. Pour 1< p<+oo, C.(R) est dense danse LP.

Cor 34. LP est séparable pour p < +oo.



Thm 35. Soient f,g e L'. Alors f * g(x) existe pour presque tout z € R, et
fxgeL'. Deplus, [|f * gl <||fllillgl-

Prop 36. L' est une algébre de Banach commutative pour la convolution

Déf 37. On appelle densité de probabilité toute fonction P e L' telle que
0< P(z) <1 ppx et /H%P(x)dac =1.

Thm 38. Soient P une densité de probabilité et € > 0. On pose P.(t) =
1 _ .t

—P(-), pour tout t € R. Alors :

e €

1. Pour tout g € C,(R), on a lincl)(g * P.)(x) = g(x), pour tout z € R.

2. Pour 1 < p < +oo, pour tout f € LP, alors f«P. € LP et lir%||f—f>+P5||p =0
E—>

De plus, si g € Cp(R) est uniformément continue, alors la convergence de g P-

vers g est uniforme.
Déf 39. On appelle approximation de 1'unité, toute fonction P. € L', indéxée
par € > 0, telles que | P.(t)dt =1, et vérfiant les condition 1) et 2) du thm

précédent.

1
Ex 40. [El 08] Noyau de Gauss : v.(z) = —=ex

\V2me

Thm 41. Si f e LP, 1 <p< +oo, et Qe Cf(R), alors f * ¢ eCk(R) De plus,
(f *90)(h) = fx o™ pour 0< h<k.

1. Alors o € C*

—, et 0 sinon. Alors pour

Ex 42. Soit o(u) = e T i lu| < 1, o(u) si |u| > et soit

A= RU(u)du. On pose P(t) = ¢ TATE i It| <

feLP, f+«P.e LPnC™ et ||f—f>eP5||p—0>O.
E—>

Thm 43. Pour 1 <p<+oo, C°(R) est dense dans L”.

I.3 Transformations de Fourier dans L'
X =R, T =B(R) et = dz. On considérera f une fonction de L
Déf 44. [El 08][p.109] On note f : & — —[Re*mgf(:c)da: la transformée de
Fourier de f pour tout £ e R
Lemme 45 (Riemann-Lebesgue). [El 08] f existe et on a 51—13-3100 fle =o.

Prop 46. feC,
Prop 47. F: (L',||-lIz2) = (Co. || [lee), f = F est linéaire continue

Ex 48.

F(p)(€) =

1
(Densité de Poisson) : Soit p : = ~ 56"”' e L'(R). Alors

1+a2
s (b-a
S — .
2. Soit f =[5, b>a. Alors fe L', et F(f)(€) = 2@5“‘“”)5/2 s
E+£0,b—asi&=0.
Prop 49. [El 08][p.114] Pour tout f,ge L', fxg=f-F

App 50. Il n’y a pas d’éléments neutres dans L' pour le produit de convo-
lution.

Thm 51 (formule de dualité). [El 08][p.115] f,g € L, /Rf’g‘: _[ng

Prop 52 (Transformée de Fourier de la Gaussienne). Soit a > 0, alors F(x

0 =T ()

Thm 53 (Inversion de Fourier). [El 08][p.116] Si f e L', alors pour presque
1 -

tout z e R, f(x)=— [ F(&)e*sdx
2m JR

1
B3
Ex 54. f(.’E'-’m)(é.)—Tfe ||

Cor 55. F est injective.
Cor 56. [E1 08] Soit f,ge L'. Si f,ge L', alors 2nfg=f G
Prop 57. Soit fe L' nC!, si f’ € L', alors pour tout £ € R, f/(£) = i&f(£).

Prop 58. Soit f € L' telle que  — zf(z) € L'. Alors J admet une dérivée
continue et bornée sur R, et pour tout & € R, (&) = —iF(x — xf(z))(£).
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