Lecon 213 : Espaces de Hilbert. Exemples d’applications.

K=R ou C.

I Prérequis
[Li] Soit (H,<-,->) un espace préhilbertien, réel ou complexe.

Prop 1. L’application || -|| := \/<,- > définie une norme sur H. On lappelle
norme associée au produit scalaire de H.

H K

Cor 2. Soit y € H. L’application ®, : - est une forme
r - <z,y>

linéaire continue, de norme subordonnée |||®,|| = ||ly||-

Déf 3. On dit que x,y € H sont orthogonaux, noté x 1 y, si < x,y >= 0. Soit
A une partie de H, on note A* ={ye H:Vxe A, x Ly}.

Prop 4. A* est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Déf 5. Sil'espace préhilbertien H est complet pour la norme associée a son
produit scalaire, on ’appelle espace de Hilbert.

Ex 6. Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.

+00
Ex 7 (DEV 1). Soit 2 = {1 = (uy), € RY : > u? < +oo0}. Alors I? est un

n=0
+00
espace de Hilbert pour le produit scalaire < u,v >= 2 UnUn, U,V € 2.
n=0

Ex 8. L*(R) est un espace de Hilbert, pour la norme < f,g >=
[ F@g(@) da, f.g¢ LAR).

IT Théorie hilbertienne

Soit (H,<-,->) un espace de Hilbert, et ||-|| sa norme associée.

II.1 Théoréme de projection sur un convexe fermé
[Li]
C-ex 9. [El 08]
1
— Pour H =(*(N) et F={(1+=)e,:neN}. F est fermé et d(0,F) n’est
n
pas atteinte.
— Pour H =R?, S! est fermé et d(0,S') est atteinte en tout point de S'.
Lemme 10 (Identité du parallélograme). Pour tout z,y € H, ||z +y|[*> + ||z -
yll? = 2(J]1” +11y1*)

Thm 11 (Théoréme de projection sur un convexe fermé). Soit H un espace
de Hilbert, et C' une partie convexe fermée, non vide, de H. Alors pour tout
x € H, il existe un unique y € C tel que pour tout x € H, ||z - y|| = d(z,C) =
inf ||z - z||.

zeC

On dit que y =: pc(x) est la projection de x sur C'. 1l est caractérisé par les
propriétés :

po(x) e C et Re(<x-po(x),z-po(x)>)<0, VzeC.

Rq 12. Dans le cas réel, 'inégalité dans la caractérisation signifie que ’angle
(x = po(x),z—pc(x)) est obtus.

Prop 13. L’application pc : H - C est continue (et méme 1-lipschitzienne).

Thm 14. Si I’ est un sous-espace vectoriel fermé de ’espace de Hilbert H,
alors lapplication pp : H — F' est une application linéaire, continue, et pp(x)
est I'unique point de F' tel que :

pr(x) e F et x —pp(x) e F*'.
Prop 15. Si F est un sev fermé de H non réduit a 0, alors |||pg||| = 1.

Thm 16. Soit H est un espace de Hilbert, alors pour tout sous-espace vec-
toriel fermé F de H, H = F @ F*, et la projection sur F' parallélement a F'*
est pp. On dit que pp est la projection orthogonale sur F'.

Cor 17. Pour tout sous-espace vectoriel F' de H, (F*)* = F.

Cor 18. Soit H un espace de Hilbert, et F' un sous-espace vectoriel de H.
Alors F est dense dans H, si et seulement si, F* = {0}.

App 19. L’ensemble des fonction continues sur R & support compact, est
dense dans L*(R). Il en découle que C([0,1]) est dense dans L*(0,1).



I1.2 Etude du dual de H
[Li]

Déf 20. Soit F un sous-espace vectoriel normé. On note £ (H, F') 'ensemble
des applications linéaires continues de H dans F. On appelle dual de H
I'ensemble H* := £ (H,K).

Thm 21 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hil-
bert. Pour toute forme linéaire ® € H”, il existe un unique y € H tel que
®(z) =< x,y >, pour tout x € H. Autrement dit, H ~ H".

Prop 22. Pour tout T € Z(H), il existe un unique 7" € Z(H) tel que pour
tout z,y € H, < Tx,y >=<xz,T"y >. On I'appelle opérateur adjoint de 7.

Prop 23. Pour tout T ¢ Z(H), |[|T||| = [[|T|]|-

I1.3 Bases hilbertiennes

[Li] On suppose H de dimension infinie.

Déf 24. On dit qu'un espace vectoriel normé X est séparable s’il existe une
partie D de X, qui est dénombrable et dense dans X. On dit qu’une partie
A de X est totale lorsque Vect(A) est dense dans X.

Déf 25. On dit que (e,), est une base hilbertienne de H si la famille (e,)y,
est orthonormée et totale.

Ex 26. Soit pour tout n €N, e, =(0,...,0,1,0,...). Alors (e,), forme une
base hilbertienne de 2.

Rq 27. Si un espace de Hilbert admet une base hilbertienne, alors il est
séparable.

Prop 28. Soit (e, ), une base hilbertienne de H :

+oo
1. "Tout élément de x € H s’écrit x = Z An€n, avec Ap =< I, U, >.
n=0
+00
2. (Formules de Parseval) Pour tout z € H, ||z||* = Yol<wen> 2
n=0

+o00
3. Pour tout z,y € H, <z,y>= Y <z,e,><Y, €y >.
n=0

Cor 29. Soit H un espace de Hilbert séparable, et soit (e;), une base hil-
bertienne de H. Alors 'application linéaire S : H — 1%, 2~ ((x,€,))n est un
isomorphisme conservant le produit scalaire.

Thm 30. Tout espace de Hilbert séparable possede une base hilbertienne.

Cor 31. Tous les espaces de Hilbert séparables, de dimension infinie, sont
isomorphes entre eux, et en particulier & {2.

Thm 32. L*(R) est séparable. Donc L*(R) = I?

II.4 Convergence faible
[E1 08]

Déf 33. On dit que (z,)n € H N converge faiblement vers x € H si pour tout

. [l .
ye H < xp,y >——><x,y > Si x, —— x, on dit que (x,), converge
n—+00

n—+00
fortement vers x.

Prop 34. Lorsqu’elle existe, la limite faible est unique.

Ex 35. Soit (ey), une base hilbertienne de H. Alors (e, ), converge faible-
ment vers 0.

Prop 36. Convergence forte implique convergence faible.

Prop 37. Si (z,), converge faiblement vers z, alors ||z|| < lim inf ||z, ]|.
n—+o0o

Cor 38. (), converge fortement vers x, si et seulement si, (z, ), converge
faiblement vers x et ||z|| > lim sup ||x,||.

n—+oo

Thm 39 (DEV 2 - Banach-Alaoglu (cas séparable)). Soit (E,|-||) un K-
espace vectoriel normé séparable, et (7},), une suite d’éléments de .Z(FE,K),

bornée pour la norme subordonnée || - ||». Alors il existe une extractrice
¢:N->Net T e Z(F,K) telles que

Ve e B, T, () — T(x)
Cor 40 (DEV 2). (Cas d’un Hilbert séparable) : Soit (H,<-,->) un espace

de Hilbert séparable, (z,), € H N bornée. Alors il existe une sous-suite de
(2 )n qui converge faiblement.

Rq 41. Le résultat reste vrai si H n’est pas séparable.



III Application a I’analyse de Fourier

II1.1 L3 et Séries de Fourier

Parler de polynomes trigonométriques qui forment une base hilbertienne

Déf 42. On note L} (R, C) I'ensemble des fonctions de L localement inté-

grables. On considére LE_={f e L} (R,C): f est 2w-périodique}.

loc

Rq 43. 13 c L}

Y[

Thm 44. LQW est un espace de Hilbert pour le produit scalaire < f,g >o=
1 2 JE—

— dx.

— | f@)g@)de

Déf 45. On définit pour tout n € Z la suite de fonctions e, (z) = ™. On
appelle polynéme trigonométrique toute combinaison linéaire finie des (e, ).

Prop 46. La famille (e,,),, est orthonormale pour le produit scalaire < -, - >5.

Thm 47. Pour toute fonction f continue 2mw-périodique, et tout € > 0, il
existe un polynéme trigonométrique P tel que ||f — Pl < €.

Cor 48. (e,), est une base hilbertienne de L3

Déf 49. Soient f € L%W et n € Z. On appelle n-ieme coefficient de Fourier

1 2m .
de f le nombre complexe ¢, (f) := . _[0 f(z)e "™ dz. On appelle série de
™
+o00 .
Fourier de f la série S(f):z— > cn(f)e™™.

Ex 50. La fonction ¢ 2r-périodique définie par ¢(z) = e2r, pour €] -, 7|

et z € C\2inZ, admet pour développement en série de Fourier :

inx
e

(e2-¢2) Y (-1)"

o z—=2imn

Thm 51 (Dirichlet). Soit f € L3 et xp € R. On suppose que f(zy) :=
lim f(z) et f(z)) := lim f(z) existent. Et que f admet une dérivée a
T—Ty Tl

N .
gauche, et & droite en xg. Alors si Ion note Sn(f)(z) = > cn(f)e™ :
n=—N

f(ag) + fx5)

Jim Sy () (o) = =0

(2m)%
D S

nombres de Bernouilli b, comme étant les coefficients tels que f(z)

+00
> = bn 22 avee f(z) = :
nl” e*

n=0 -1

App 52. Pour tout k£ > 1, ((2k) =

bor, ou on définit les

II1.2 transformées de Fourier dans L°

Déf 53. Pour tout f € LY(R,C), on définit la transformée de Fourier de f
ar : VEeR, (&)= —[Rf(:c)e_mgdx eC.

Thm 54 (Formule de Plancherel-Parseval). Pour tout f ¢ L'(R), ||f]j
27| £113-
Thm 55. Soit f ¢ L*(R), alors :

1. 1 existe une suite (f,), dans L*(R)n L?*(R) qui converge vers f dans
L*(R).

2. Pour une telle suite (fy)n, la suite (fn) converge dans L*(R) vers une
limite f, ne dépendant que de f (donc pas de la suite choisie).

Déf 56. La limite f définie ci-dessus est appelée transformée de Fourier de
f dans L*(R).

Prop 57. Pour tout f € L'(R) n L?(R), si I'on note f sa transformée de
Fourier dans L', et f sa transformée de Fourier dans L?, alors f(€) = f(¢)
pour presque tout &.

Prop 58 (Inversion dans L2). Lorsque f € Lz(R) et fe ! (R), alors pour
1 — )

presque tout x € R, f(z) = 7 f f(f)e“vgdf.
T JR

sin(a&) cos(x&)

Ex 59. En calculant pour a >0, z € R, A ¢

sinx
f dr = .
R =

Prop 60 (Dualité). Soient f, g € L*(R). Alors fg et fg sont dans L', et
[ F@g@) = [ ey

d¢. On montre que
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