
Leçon 144 : Racines d’un polynôme. Fonctions symétriques
élémentaires. Exemples et applications.

I Généralités

I.1 Racines d’un polynôme

[Rom21] Soit K un corps.

Thm 1. L’anneau K[X] est euclidien, et donc principal.

Lemme 2. Pour tout α ∈ K, l’application evα ∶ K[X] → K, P ↦ P (α) est un
morphisme d’algèbre.

Déf 3. Soit P ∈ K[X]. On dit que α ∈ K est une racine de P , si P (α) = 0.

Thm 4. Soient P ∈ K[X] et α ∈ K. α est une racine de P , si et seulement si,
(X − α) ∣ P .

Déf 5. Soient P ∈ K[X] non constant et α ∈ K une racine de P . On dit que α
est une racine de multiplicité m ∈ N∗ de P si (X−α)m ∣ P , et (X−α)m+1 ∤ P .
On notera mα la multiplicité d’une racine α de P . Si mα = 1, on dit que α
est une racine simple.

Thm 6. Soient P ∈ K[X] non constant, α1, . . . , αr ∈ K deux à deux distincts,
et m1, . . . , mr ∈ N∗. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout i ∈ [[1, r]], αi est une racine de P de multiplicité mi.

ii) Il existe Q ∈ K[X] tel que P = Q
r

∏
i=1
(X − αi)mi , et pour tout i ∈ [[1, r]],

Q(αi) ≠ 0.

Cor 7. Si P ∈ K[X] non constant admet r ≥ 1 racines distincts α1, . . . , αr,

alors deg P ≥
r

∑
i=1

mαi .

Cor 8. Un polynôme P ∈ K[X] de degré n ≥ 1 racines distinctes ou confon-
dues dans K.

Cor 9. Si K est infini, l’application qui à un polynôme P ∈ K[X] lui associe
sa fonction polynomiale P̃ , est un morphisme de K-algèbre injectif de K[X]
dans KK.

C-ex 10. Pour K = Z/pZ, le polynôme P = Xp −X ∈ K[X] n’est pas nul,
alors que sa fonction polynôme associée est nulle.

I.2 Dérivation de polynômes

[Rom21]

Déf 11. Le polynôme dérivé de P =
n

∑
i=0

aiX
i ∈ K[X] est le polynôme P ′

défini par : P ′(X) = 0 si P est constant, P ′(X) =
n

∑
i=1

iaiX
i−1.

Prop 12. L’application D ∶ K[X] → K[X], P ↦ P ′ est linéaire. De plus,
pour tout polynômes P, Q ∈ K[X], (PQ)′ = P ′Q+PQ′, et (P ○Q)′ = Q′P ′ ○Q

Thm 13 (Taylor polynomiale). On suppose que K est de caractéristique
nulle. Alors pour tout P ∈ K[X] de degré n et pour tout a ∈ K, P =
n

∑
k=0

P (k)(a)
k!

(X − a)k, où P (k) =Dk(P ).

Cor 14. On suppose que K est de caractéristique nulle. Pour P ∈ K[X],
α ∈ K et m ∈ N∗, les propositions suivantes sont équivalents :

i) α est une racine de P de multiplicité m.
ii) Il existe Q ∈ K[X] tel que Q(α) ≠ 0 et P (X) = Q(X)(X − α)m.
iii) Pour tout k ∈ [[0, m − 1]], P (k)(α) = 0, et P (m)(α) = 0.

Rq 15. Lorsque K est de caractéristique nulle, on dispose alors de deux défi-
nitions de la multiplicité d’un polynôme : une algébrique, et une analytique.

I.3 Polynômes symétriques

[Odi23] Soient K un corps et n ∈ N∗. On note Sn le groupe des permuta-
tions.

Thm 16. Soit σ ∈ Sn. L’application Fσ ∶ K[X1, . . . , Xn] → K[X1, . . . , Xn],
P (X1, . . . , Xn) ↦ P (Xσ(1), . . . , Xσ(n)) est un endmorphisme d’algèbre. Au-
trement dit, Sn agit par automorphisme d’algèbre sur K[X1, . . . , Xn].

Déf 17. Soit P ∈ K[X1, . . . , Xn]. On dit que P est symétrique s’il est in-
variant par l’action de Sn par automorphisme d’algèbre sur K[X1, . . . , Xn].
Autrement dit, pour tout σ ∈ Sn, Fσ(P ) = P . On note K[X1, . . . , Xn]Sn

l’ensemble des polynômes symétriques.

Ex 18. (Somme de Newton) Pour tout k ≥ 0, Sn
k = Xk

1 + . . . +Xk
n est symé-

trique.
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Déf 19. Pour 1 ≤ k ≤ n, on définit le k-ième polynôme symétrique élémen-
taire comme étant σn

k = ∑
1≤i1<...<ik≤n

Xi1 . . . Xik
∈ K[X1, . . . , Xn].

Prop 20. Pour tout k, σn
k ∈ K[X1, . . . , Xn]Sn .

Ex 21. Pour n = 3, σ3
1 = X1 + X2 + X3, σ3

2 = X1X2 + X1X3 + X2X3 et
σ3

3 =X1X2X3

Rq 22. Pour tout 0 ≤ k < n, σn
k (X1, . . . , Xn−1, 0) = σn−1

k .

Thm 23 (Relations coefficients-racines). Dans l’algèbre des polynômes

K[X1, . . . , Xn, T ] :
n

∏
i=1
(T −Xi) = T n − σn

1 T n−1 + σn
2 T n−2 + . . . + (−1)nσn

n

Cor 24. Soit P ∈ K[X] tel que P = a0Xn + a1Xn−1 + . . .+ an, a0 ≠ 0. Si P se
factorise de la forme P = a0(X −α1) . . . (X −αn), alors an = a0(−1)nα1 . . . αn,
a1 = −a0(α1 + . . . + αn), et plus généralement, pour tout i ∈ [[1, n]], ai =
a0(−1)iσn

i (α1, . . . , αn).

Ex 25. Soit P = aX2+bX +c, a ≠ 0. Soit x1 et x2 ses racines. Alors c

a
= x1x2

et b

a
= x1 + x2.

Thm 26. Soit P ∈ K[X1, . . . , Xn]Sn . Il existe un unique polynôme Q ∈
K[Y1, . . . , Yn], tel que P = Q(σn

1 , . . . , σn
n).

Ex 27. Pour n = 2, S2
1 =X1 +X2 = σn

2 , S2
2 =X2

1 +X2
2 = (X1 +X2)2 −2X1X2 =

σ2
2(X1, X2)2 − 2σ2

1(X1, X2) = Q(σ2
1, σ2

2), pour Q(X, Y ) = Y 2 − 2X.

II Etude des racines dans des corps particuliers

II.1 Dans C[X]
Thm 28 (D’Alembert-Gauss). Tout polynôme P ∈ C[X] est scindé.

Prop 29. Soit P = Xn +
n−1
∑
k=0

akXk ∈ C[X]. Si α > 0 vérifie αn ≥
n−1
∑
k=0
∣ak∣αk,

alors si l’on note M =max{∣z∣ ∶ P (z) = 0}, on a que M ≤ α

Prop 30. Avec les mêmes notations :

1. (Borne de Cauchy) M ≤max{1,
n−1
∑
k=0
∣ak∣}

2. M < 1 + max
0≤k≤n−1

∣ak∣

Prop 31 (Gauss-Lucas). Soit P ∈ C[X] et Z = {z ∶ P (z) = 0} l’ensemble des
ses racines. Alors les racines de P ′ sont toutes dans l’enveloppe convexe de
Z.

II.2 Dans R[X]
Prop 32. Soit P ∈ R[X]. Si z ∈ C est une racine de P , alors z est une racine
de P .

Thm 33 (DEV 1 - Formes de Hankel). Soit P ∈ R[X]. Il existe une forme
quadratique réelle de signature (p, q) telle que le nombre de racines distinctes
de P est p + q, et le nombre de racines réelles distinctes de P est p − q.

App 34. Soit P = aX2 + bX + c, a ≠ 0. Soient ∆ = b2 − 4ac et Q la forme de
Hankel de P .

1. Si ∆ > 0, Q est de signature (2, 0) et donc P admet 2 racines réelles.
2. Si ∆ = 0, Q est de signature (1, 0) et donc P admet 1 racine réelle de

multiplicité 2.
3. Si ∆ < 0, Q est de signature (1, 1) et donc P admet 0 racine réelle.

Déf 35. [Ulm18] Soit f ∈ R[X], et a, b ∈ R avec f(a), f(b) ≠ 0. Une suite de
Sturm sur [a, b] est une suite f0 = f ,f1, . . . , fr avec fi ∈ R telle que :

1. fr n’a pas de racines dans [a, b].
2. ∀i[[1, r − 1, ]], ∀γ ∈ [a, b], si fi(γ) = 0, alors fi−1(γ)fi+1(γ) < 0.
3. Si pour γ ∈]a, b[, f0(γ) = 0, alors f0f1 est une fonction strictement crois-

sante sur un voisinage de γ.
Le nombre de changements de signes dans une suite de réels est le nombre
de changement de négatif à positif, ou vice versa, ignorant les zéros. Notons
δfi
(γ) le nombre de changements de signes dans f0(γ), f1(γ), . . . , fr(γ).

Ex 36. Soit f ∈ R[X] sans facteurs carrés, b > a ∈ R qui ne sont pas des
zéros de f . On considère la suite f0 = f, f1, . . . , fr ∈ R[X] définie par : f0 = f ,
f1 = f ′, pour fi non constant, fi−1 = fiqi − fi+1, avec deg(fi+1) < deg(fi−1), et
fr constant. Alors (f0, f1, . . . , fr) est une suite de Sturm.

Thm 37 (Sturm). Soit f ∈ R[X], b > a ∈ R tels que f(a), f(b) ≠ 0 et
f0 = f, f1, . . . fr une suite de Sturm pour f sur [a, b]. Le nombre de racines
réelles distinctes de f ∈ R[X] dans l’intervalle [a, b] est δfi

(a) − δfi
(b).
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Ex 38. Le polynôme X4 +X + 1 possède deux racines réelles distinctes dans
] − 2, 2[.

III Applications

III.1 Lien avec la réduction

Soient K un corps, n ∈ N∗ et A ∈Mn(K).

Déf 39. On appelle polynôme caractéristique de A le polynôme χA =
det(XIn −A) ∈ K[X].

Thm 40. λ est une valeur propre de A, si et seulement si, χA(λ) = 0.

Cor 41. On suppose K = C. Si l’on note χA = Xn +
n−1
∑
k=0

akXk ∈ C[X], alors

an−1 = Tr A et a0 = det A. Plus généralement, pour tout k ∈ [[0, n − 1]], ak est
la somme des mineurs diagonaux d’ordre n − k de A.

Déf 42. Soit P = Xn +
n−1
∑
k=0

akXk ∈ K[X], on appelle matrice compagnon

associée à P la matrice CP ∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 . . . . . . 0 −a0
1 0 . . . 0 −a1
0 ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0 −an−2
0 . . . . . . 1 −an−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Thm 43. χCP
= P .

Rq 44. Étudier les racines d’un polynôme revient à rechercher les valeurs
propres de sa matrice compagnon associée.

III.2 Irréductibilité du polynôme cyclotomique

Soit n ∈ N∗.

Déf 45. On note Un ∶= {z ∈ C ∶ zn = 1} l’ensemble des racines n-ième de
l’unité. On note Vn = {ζ ∈ Un ∶ ord(ζ) = n} l’ensemble des racines nième

primitives de l’unité.

Déf 46. Le n-ième polynôme cyclotomique Φn ∈ C[X] est défini par :
Φn(X) = ∏

ζ∈Vn

(X − ζ). On a deg(Φn) = φ(n).

Thm 47 (DEV 2). Xn − 1 =∏
d∣n

Φd, Φn ∈ Z[X] et Φn est irréductible sur Q.

C-ex 48. Φ8 =X4 + 1 est réductible dans Fp[X] pour tout p premier.

Cor 49. Soit m premier avec n, ζ ∈ Vn et ζ ∈ Vm. On a alors :
1. Φn est le polynôme minimal de ζ sur Q. En particulier, [Q(ζ) ∶ Q] =

φ(n). On appelle extension cyclotomique une telle extension.
2. Q(ζ) ∩Q(ζ ′) = Q
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