Lecon 151 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une
famille d’endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension
finie. Applications.

Soient K un corps. E un K-espace vectoriel de dimension n € N*.

I Sous-espaces stables

[MM22]

I.1 Définitions

Déf 1. Soit u € Z(E). Un sous-espace vectoriel F' de E est stable par u si
uw(F)cF.

Ex 2. Pour tout u € Z(F), Keru et Imu sont stables par u. Plus générale-
ment, pour tout P € K[X], Ker(P(u)) est stable par u.

Ex 3. Tous les sous-espaces sont stables par une homothétie.

Prop 4. Soient u,v € Z(F), F un sous-espace de E stable par u et v. Alors
F est stable par u+ v et uow.

Prop 5. Soient u € Z(E), v € GL(E) et F un sous-espace stable par u.

Alors v(F) est un sous-espace stable par vowuov L.

Prop 6. Soient u,v € Z(FE) tels que uov =vowu. Alors Kerv et Imv sont
stables par u.

I[.2 Endomorphismes induits

Déf 7. Soit u € Z(FE) et F un sous-espace stable par u. L’endomorphisme
induit par u sur F' est 'endomorphisme up € Z(F') défini par up(x) = u(z),
VxeF.

Ex 8. Soit p € Z(F) un projecteur. Un sous-espace F' de FE est stable par
p, si et seulement g’il est somme directe d’'un sous-espace de Kerp et d’'un
sous-espace de Im p.

Prop 9. Soit u e Z(F), et F un sous-espace de E stable par u. Alors fu,,. | fi,
et Xup | Xu-

App 10. Soit u € Z(FE) nilpotent d’indice de nilpotence n = dim E. Alors
les sous-espace stables de u sont exactement les Keru®, k e [[0,n]]

Prop 11. Soit u € Z(F), F et G deux sous-espaces stables par u tels que
E=FeodG. Alors pi, = ppcm(ﬂufy,uuc) et Xu = XupXug-

1.3 Sous-espaces cycliques

Prop 12. Soit u € Z(F) et x € E. Une intersection de sous-espaces stables
par u qui contiennent x, est encore un sous-espace stable par u qui contient
T.

Déf 13. Soit u € Z(F) et x € E. Le sous-espace cyclique de u associé au
vecteur x est le plus petit sous-espace stable par u contenant x, c’est a dire
I'intersection des sous-espaces stables par u contenant x. On le note £, ;.

Prop 14. Soient u € Z(E), z € E, alors Ey , = Vect(u® () ren).

Thm 15. Soient u € Z(E) et x € E. Notons K[u]-z = {P(u)(x) : P e K[X]}.
L’application 0, 5 : K[ X | - K[u]-x, P~ P(u)(z) est une application linéaire
surjective. Son noyau est un idéal principal de K[ X].

Déf 16. Soient u € Z(F), z € E. On appelle polynéme minimal de u en z,
noté fi, 4, 'unique générateur unitaire de Ker@, ,.

Prop 17. Si l'on note d = deg i o, Eux = Vect(z,u(z),...,u’(z)).

Déf 18. Soit u € Z(F). Un endomorphisme u est dit cyclique s’il existe
xz € F tel que By, = E.

Prop 19. ue Z(F) est cyclique, si et seulement si, deg i, = n.

Prop 20. ue Z(F) est cyclique, si et seulement si, j,
u est cyclique, x,(u) = 0.

= Xu- Entre autre, si

App 21 (Cayley-Hamilton). Pour tout u € Z(F), x, est un polynéme an-
nulateur de .

II Décomposition en sous-espaces stables

II.1 Lemme des noyaux

Prop 22. Soit ue Z(F), Fi,...,F, des sous-espaces stables par u tels que
p

E = @ F;. Alors la matrice de u dans une base adaptée est diagonale par

i=1
blocs.



Prop 23. Soient u € Z(E) et P € K[X] unitaire tel que P | u,. Notons
F :=Ker P(u), alors up = P.

Lemme 24 (des noyaux). Soit P,..., Ps € K[X] premiers deux & deux entre

S

eux. Notons P = P ... Ps. Alors Ker P(u) = @ P;(u). De plus, le projecteur
i=1

de Ker P(u) sur I'un de ces sous-espaces parallélement a la somme des autres

appartient a K[u].

App 25. Soit P € K[X] un polynéme annulateur de u. Notons P = P/*'---Pg*

S

sa décomposition en facteur d’irréductibles. Alors @ Ker P (u) est une dé-
i=1

composition de u en sous-espaces stables.

App 26 (DEV 2a). Soit ue . Z(E). Il existe x € E tel que piy, = fly z-

I1.2 Sous-espaces propres, caractéristiques

Déf 27. Soit u € Z(F) et A € K une valeur propre de u. L’espace E) :=
Ker(u - Al dg) est appelé espace propre de u associé a la valeur propre \.

Prop 28. Pour toute valeur propre A de u, E) est stable par u.

Prop 29. Soit u e Z(F). Alors les sous-espaces propres de u associés a des
valeurs propres deux a deux distinctes sont en somme directe.
App 30. Soit u e Z(FE). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. u est diagonalisable, c’est a dire qu’il existe une base de E dans laquelle
sa matrice est diagonale.
2. Les sous-espaces propres de u sont en sommes directes dans F.

3. iy est scindé a racines simples.

Cor 31. Si ue . Z(F) est diagonalisable, et F' est un sous-espace stable par
u, alors up est diagonalisable.

Thm 32. Soient u1,...,u, des endomorphismes diagonalisables de E. Alors
la famille (ug,...,u,) est co-diagonalisable, si et seulement si, les endomor-
phismes u; et u; commutent pour tout ¢,j € {1,...,p}.

Déf 33. Soit A € K une valeur propre de u. Soit m,(\) sa multiplicité algé-
brique, c’est a dire sa multiplicité dans x,. On appelle espace caractéristique
Pespace F := Ker(u— Al1dg)™ (™.

Prop 34. Pour toute valeurs propre A\, F) est stable par u. De plus, E =

D F

AeSpec(u)

11.3 Décomposition de Fitting

Thm 35 (suite des noyaux itérées). Soit u € .Z(E). Alors (Ker(u")) est
une suite strictement croissante, stationnaire a partir d’un rang p.

Cor 36. Soit u € Z(F) nilpotent, d’indice de nilpotence r. Alors il existe
des sous-espaces Fi.,..., I} tels que :

1. Pour tout 1<k <r, F ® Ker(u"1) = Ker(u")

2. Pour tout 2 <k <r, u(Fy) € Fj_1.

Lemme 37 (Lemme de Fitting - DEV 1). Soit u € Z(F). 1l existe p ¢ N*
tel que E = Ker(u”) @ Im(u?)

Thm 38 (Décomposition de Fitting - DEV 1). Soient u € Z(F) et p € N tels
que E = Ker(u”)®Im(u”). Alors v := tger(yr) st nilpotent, et w = gy, (yp) est
inversible. Si 'on note F := Ker(u”) et G := Im(u”), on appelle ((F,G),v,w)
la décomposition de Fitting de w.

Cor 39 (Cardinal du coéne nilpotent - DEV 1). Soient F, le corps fini a ¢
éléments et N, (F,) I'ensemble des matrices nilpotentes de M, (F,). Alors
Ny = Wa(Fg)| = "0,

IIT Application a la réduction

III.1 Réduction des endomorphismes symétriques

Dans cette partie, E' désigne un espace euclidien muni du produit scalaire

<y 2.

)

Thm 40. Soit u € Z(F), il existe un unique endomorphisme u* € Z(E) tel
que pour tout z,y € E, <u(x),y >=<z,u*(y) >. On lappelle adjoint de u.
Prop 41. Soit ue Z(F). Alors :

1. Ker(u*) = Im(u)* et Im(u*) = Ker(u)*. Entre autre, rg(u) = rg(u*).

2. La matrice de u* dans une base orthonormée de E est la transposée de
la matrice de u dans cette base.

3. Si F est un sous-espace de E stable par u, alors F'* est stable par u*.

Déf 42. Un endomorphisme u € Z(E) est dit auto-adjoint si ©* = u. On
note S(F) l’ensemble des endomorphismes auto-adjoints.



Prop 43. Les sous-espaces propres d'un endomorphisme auto-adjoint sont
deux a deux orthogonaux.

Thm 44 (Théoréme spectral). Pour tout u € S(FE), il existe une base ortho-
normée de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

IT1.2 Réduction de Frobenius

Prop 45 (DEV 2b). Soit u € Z(FE). Soit x € E tel que pyz = fin,. Alors
K[u] -z admet un supplémentaire stable par u dans E.

C-ex 46. Un sous-espace n’admet pas forcément un supplémentaire stable.

Considérer A = (8 (1)) et Ker(A).

Thm 47 (Décomposition de Frobenius - DEV 2b). Soit u € Z(F). 1l existe
s> 0 et une famille de polynémes unitaire non constants Py,..., Ps; de K[X]
tels que l'on ait la décomposition suivante, dite de Frobenius :

1. P|...| P
S

2. E=PK[u] z;, ol pyz, = P
i=1

Thm 48. Une telle décomposition est unique.

n-1
Déf 49. Soit P = X" + Z ap X" e K[X]. On appelle matrice compagnon de
k=0

0 0 —ago

1 . i
P la matrice Cp =10 :

: - 0

0 « 1 —ap

Prop 50. Soit P e K[X], xcp =P

Prop 51. Soit u € Z(FE). Si u est cyclique, alors il existe une base de E telle
que sa matrice dans cette base est une matrice compagnon.

Cor 52. Soit u € Z(F). 1l existe une unique famille de polyndémes unitaire
non constants Py, ..., Ps; de K[X] telle que :
1. Ps|...| P

2. Il existe une base de E telle que la matrice de u dans cette base soit la
matrice diagonale par blocs (Cp,,...,Cp,)

Thm 53. Deux endomorphismes sont semblables, si et seulement si, ils ad-
mettent la méme méme famille de polynémes dans la décompostion de Fro-
benius.
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