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Lecon 206 : Exemples d’utilisation de la notion de dimension
finie en analyse.

1. Espaces vectoriels normés de dimension finie

1. Normes équivalentes [LI] [IP]
Normes équivalentes, exemple, , tous
les corollaires avec les contre-exemples

2. Applications linéaires [GOU]
Equivalences pour prouver la continuité, cas de la dimension finie, contre-exemple

3. Compacité [GOU]J [IP]

Compacts en dimension finie, O,(RR), contre-exemple,

II. Calcul différentiel

1. Différentielle et dérivées partielles [GOU| [ELA]
Fonction différentiable, utilité de la dim finie, dérivée selon un vecteur, dérivées partielles,
expression de la différentielle, matrice jacobienne

2. Recherche d’extremums [ELA|

Différentielle seconde, théoréme de Schwarz, hessienne, point critique, CN et CS pour
étre un extremum

III. Equations différentielles linéaires

1. Structure de I’ensemble des solutions [BER]

Equa diff linéaire, equa diff linéaire homogéne

Structure de Sy, structure de S

2. Matrice fondamentale et wronskien [BER]

Systéme fondamental, matrice fondamentale, wronskien, équivalence matrice fondamen-
tale, expression des solutions, expression explicite pour le probléme de Cauchy, identité
d’Abel pour le wronskien

Présentation :

L’équivalence des normes en dimension finie est cruciale, car permet de montrer que tous les
EVN de dim finie sont complets pour n’importe quelle norme. Et la complétude est extrément
importante en analyse. Un exemple d’application est que ’exponentielle d’une matrice est un
polynéme en cette matrice.

En calcul diff, on utilise la dimension finie pour ne pas avoir & se préocupper des normes (elles
sont équivalentes) et pour avoir directement que la différentielle est continue (car linéaire). De
plus, on va utiliser les bases canoniques pour donner la définition des dérivées partielles.

On utilise également beaucoup le point de vu matriciel, par exemple avec la hessienne pour la
recherche d’extremas.

En pratique, pour trouver les extremums d’une fonction, on cherche d’abord les points pour
lesquels toutes les dérivées partielles s’annulent. Puis pour chacun des points critiques, on étudie
la matrice hessienne. Cette matrice est symétrique et représente une forme quadratique donc
on cherchera ses valeurs propres réelles ce qui donnera la signature de la forme quadratique.

Cette étude ne donne qu’un résultat local : il faut ensuite étudier la fonction f.
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Cette méthode est trés efficace pour les fonctions de deux variables (en utilisant le déterminant
et la trace de la matrice).

e On utilise la dimension finie dans les EDO linéaires car grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz
linéaire, on obtient que I’ensemble des solutions de 1’équation homogeéne est un SEV de dimen-
sion N. Ainsi on va pouvoir parler de base pour cet espace, ce qui conduit & la notion de matrice
fondamentale.

e On peut retenir de maniére informelle que : solution générale de 1’équa diff avec second membre
= solution générale de I’équa diff homogéne + solution particuliére de 1’équa diff avec second
membre.

Développements :

e Equivalence des normes en dimension finie et théoréme de Riesz
- Analyse, Gourdon, p51

- L’oral a 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-Pecatte,
p422

e Théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire
- Equations différentielles, Berthelin, p30

- Analyse pour I'agrégation, Bernis, p73

Références :
e [LI] Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel LI
e |[GOU] Analyse, Gourdon

e [IP] L’oral a 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-
Pecatte

e [ELA] Calcul différentiel, E1 Amrani

e [BER] Equations différentielles, Berthelin
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