
34 Leçon 205 : Espaces complets. Exemples et applications.
I. Notion de complétude

1. Suites de Cauchy [HAS]

Suite de Cauchy, prop, exemple suite de Cauchy non convergente

2. Espaces complets [HAS]

Espace complet, exemples, prop, produit d'espaces complets

II. Exemples d'espaces complets

1. Espaces de Banach [GOU]

Banach, exemples(Lc(E; F ), dual topologique, fonctions bornées, fct continues sur un
compact), toute série ACV est CV, exponentielle de matrice

2. Espaces Lp [BRI] [LI]

Lp et L1, inégalité de Young-Holder-Minkowski, Lp et L1, ce sont des EVN, théorème
de Riesz-Fisher

3. Espaces de Hilbert [LI] [BMP]

Espace de Hilbert, identité du paralélogramme

DEV 2 : Projection sur un convexe fermé + corollaire sur PC
Projection sur un SEV fermé, corollaires avec l'orthogonal, théorème de représentation
de Riesz, adjoint, gradient

III. Utilisation de la complétude

1. Prolongement d'applications [HAS]

Deux théorèmes de prolongement

2. Théorème de point fixe [QUE] [BER]

DEV 2 : théorème du point fixe de Banach-Picard et théorème du point fixe itéré

Théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire, théorème de Cauchy-Lipschitz

Présentation :

� L'utilité des suites de Cauchy dans les espaces complets est qu'elles permettent de démontrer
qu'une suite converge ou non, sans avoir besoin de connaître la limite.

� La complétude d'un espace dépend de la distance. Par exemple R muni de la valeur absolue
est complet, mais si on le munit de d(x; y) = jarctan(x)¡ arctan(y)j, alors la suite (n)n2N est
de Cauchy sur (R; d) mais ne converge pas.

� Le fait que tout EVN de dimension finie est complet est dû au fait qu'en dimension finie toutes
les normes sont équivalentes et qu'ainsi les compacts sont les fermés-bornés.

� Sur Lp, k:kp n'est pas une norme. C'est pour cette raison que l'on introduit Lp.

� Les espaces de Hilbert sont une généralisation des espaces euclidiens/hermitiens en dimension
infinie. Ils permettent d'utiliser de nombreux outils géométriques.

� On peut se demander si tout EVN est un espace préhilbertien, c'est-a-dire si l'on dispose d'une
norme k:k sur H, est ce que l'on peut définir un produit scalaire tel que kxk= hx; xi

p
. En fait,

une norme sur un EV est issue d'un produit scalaire ssi elle vérifie l'identité du parallélogramme.
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� Dans le cas où K=R, la caractérisation du projeté exprime que PC(x) est l'unique point y de
C tel que pour tout z 2C, l'angle formé par les vecteurs x¡ y et z¡ y est obtus (supérieur ou
égal à �/2).

� La conclusion du théorème de projection reste vraie si l'on suppose seulement que H est un
espace préhilbertien et que le convexe C est complet pour la distance induite.

� Le théorème du point fixe itéré apparaît de manière cruciale dans la preuve du théorème de
Cauchy-Lipschitz linéaire, car on se ramène à un problème de point fixe.

Développements :

� Théorème de projection sur un convexe fermé + corollaire sur PC
- Cours d'analyse fonctionnelle, Daniel LI, p32

� Théorème du point fixe de Banach-Picard et théorème du point fixe itéré

- Mathématiques pour l'agrégation, Analyse et probabilités, Dantzer, p146

- Topologie, Queffélec p185
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