31 Lecon 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.

1. Espaces de fonctions continues

Cadre

1. Espace des fonctions bornées [ELA]

Fonction bornées, ||.||oo, CVU, critére de Cauchy uniforme, (B(X, E), ||.|loc) est un Banach

2. Espace des fonctions continues sur un compact [ELA] [GOU]| [SKA]
CVU et continuité, TBA, théoréme de Heine + 2 applications, C(X, E') est un Banach

3. Densité [ELA] [GOU]

Polynémes de Bernstein, , application, théoréme de
Weierstrass trigonométrique

II. Espaces de fonctions Lebesgue-intégrables

1. Espaces L£P [KUR]| [FAR]

Espaces LP et L, . |Illp est une semi-
norme, contre-exemple avec 1q

2. Espaces LP [FAR| [KUR|
Relation d’équivalence, espaces LP, (LP,||.||,) est un EVN, inclusion des LP, contre-
exemple, théoréme de Riesz-Fischer, densité des fonctions étagées

3. Convolution dans L! [ELA2]

Produit de convolution, exemple fonction porte, cas L' — LY, (LP, |.||,) est une algebre
commutative munie de *

4. Transformée de Fourier dans L' [ELA2| [FAR]

Transformée de Fourier, lemme de Riemann-Lebesgue, transformation de Fourier, exem-
ples, lien avec la convolution, formule de dualité, formule d’inversion, injectivité

Présentation :

e Le théoréme de Weierstrass permet d’approcher de fagon globale et uniforme des fonctions par
des polyndémes, qui sont des objets trés réguliers et facile & manipuler.

e Sur LP, .||, n’est pas une norme. C’est pour cette raison que ’on introduit LP. On confondra
toujours une fonction f € LP et sa classe dans LP.

e On observe que le produit de deux fonctions dans L' n’est pas forcément dans L'. L’idée du
produit de convolution est d’avoir une opération qui fait de L' une algébre.

Développements :

e Théoréme de Weierstrass par les probabilités
- De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman, p195
- Oraux X-ENS 6, FGN, p259

- Suites et séries numeériques, suites et séries de fonctions, El Amrani, p158

e Inégalité de Young-Holder-Minkowski
- De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman, p209
- Eléments d’analyse réelle, Rombaldi, p239 et 39
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Références :
e [ELA] Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, El Amrani
e |[GOU] Analyse, Gourdon
e [SKA| Topologie et analyse 3e année, Skandalis
e |[KUR] De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman
e [FAR] Calcul Intégral, Faraut

e [ELA2| Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels, El Amrani
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