
42 Leçon 221 : Equations différentielles linéaires. Systèmes
d'équations différentielles linéaires. Exemples et applica-
tions.

I. Théorie des équations différentielles linéaires

1. Généralités [BER]

Equa diff d'ordre n, solution, problème de Cauchy, formule intégrale, l'ordre n se ramène
à l'ordre 1, équa diff linéaire, équa diff linéaire homogène

2. Structure de l'ensemble des solutions [BER]

DEV 1 : théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire

Structure de SH, structure de S, exemple

3. Matrice fondamentale et wronskien [BER]

Système fondamental, matrice fondamentale, wronskien, équivalence matrice fondamen-
tale, expression des solutions, expression explicite pour le problème de Cauchy, identité
d'Abel pour le wronskien

II. Résolution explicite

1. Cas constant homogène [BER]

Exponentielle de matrice, prop, expression explicite des solutions, exemple

2. Variation de la constante [BER]

Méthode de variation de la constante, formule de Duhamel, exemple

3. Utilisation des séries entières [ELA]

Méthode avec les séries entières, exemple

DEV 2 : équation de Bessel

Présentation :

� Les équations différentielles interviennent dans de nombreux domaines notamment en physique.
Cette importance justifie le développement de cette branche des mathématiques.

� Lorsque l'on parle d'une solution d'une équa diff, il est important de spécifier sur quel intervalle
I cette fonction est solution.

� Une équa diff vectorielle d'ordre n en dimension N se ramène à une équa diff vectorielle d'ordre
1 en dimension nN . En particulier, une équa diff scalaire d'ordre n se ramène à une équa diff
vectorielle d'ordre 1 en dimension n.

Cela justifie de se concentrer sur les équa diff d'ordre 1.

� On peut retenir de manière informelle que : solution générale de l'équa diff avec second membre
= solution générale de l'équa diff homogène + solution particulière de l'équa diff avec second
membre.

� Pour la résolution de systèmes différentiels linéaires homogènes à coefficients constants, on
est amené à calculer l'exponentielle d'une matrice. C'est alors que la théorie de la réduction
est d'une grande aide. On va alors savoir le faire par exemple pour des matrices diagonales,
diagonalisables, nilpotentes, ou si l'on dispose de la décomposition de Dunford.

� Lorsque l'on a une équation différentielle sclaire d'ordre 2 homogène à coefficients constants, il
suffit d'étudier les racines du polynôme caractéristique pour avoir la forme des solutions. On a
3 cas différents.
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� Pour trouver une solution particulière d'une équa diff avec second membre, on la cherche avec
une forme proche de celle du second membre.

� Au début de la théorie des équa diff, la méthode générale était de chercher le développement
en série entière des fonctions inconnues recherchées. Cette méthode est toujours utilisée.

Développements :

� Théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire

- Equations différentielles, Berthelin, p30

- Analyse pour l'agrégation, Bernis, p73

� Equation de Bessel

- Oraux X-ENS Analyse 4, FGN, p101

Références :

� [BER] Equations différentielles, Berthelin

� [ELA] Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, El Amrani
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