2 Lecon 102 : Groupe des nombres complexes de module 1.
Racines de 'unité. Applications

I. De I'exponentielle au cercle unité

1. L’exponentielle complexe |[TAU| [ELA]

Fonction exponentielle, prop, morphisme de groupes, cosinus et sinus, formule de De
Moivre

2. Le groupe des nombres complexes de module 1 [TAU]|

Cercle unité, morphisme de IR dans U, déf de «, unicité de ’écriture exponentielle

II. Les racines de 'unité [TL1] [PER] [IP]

Racine n-éme, exemples, racine de 1'unité, prop, racine primitive n-iéme, indicatrice d’Euler

III. Applications

1. Polynomes cyclotomiques [PER]

n-éme polynéme cyclotomique, formule X — 1, exemples, unitaire et dans Z[X]

Intersection d’extensions, théoréme de Dirichlet faible

2. Le groupe unitaire [GRI] [GOU]

Endomorphisme unitaire, groupe unitaire, dét et valeurs propres, théoréme diagonalisa-
tion, U,(C) est CPA, décomposition polaire, rayon spectral

Présentation :

e Les nombres complexes sont un outil puissant en algébre et géométrie, et lorsque 1’on considére
la boule unité, on observe de nombreuses propriétés sur ses éléments et ses sous-groupes.

e La fonction exponentielle nous permet surtout d’avoir une notation plus compacte et trés
maniable des nombres complexes : ’écriture exponentielle.
C’est aussi un moyen de définir le nombre 7.

e Le terme « décomposition polaire » vient stirement de l’analogie avec 1’écriture d’un nombre

complexe non nul sous la forme z —=re' avec r > 0. En effet, si n=1, H1(C) =R} et Uy(C) =
{z€C;|z|=1}=¢%.

Développements :

e Théoréme de Kronecker

- L’oral & 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-Pecatte,
p277

- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p30

e Irréductibilité des polyndmes cyclotomiques + degré d’une extension cyclotomique
- Théorie de Galois, Gozard, p69
- Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p384
- Cours d’algebre, Perrin, p80



Références :
e [TAU] Analyse complexe pour la Licence 3, Tauvel
e [ELA] Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, El Amrani
e [TL1| Tout en un pour la licence 1
e [PER] Cours d’algebre, Perrin

e [IP] L’oral a 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-
Pecatte

e [GRI| Algebre linéaire, Grifone
e |GOU] Algebre-Probabilités, Gourdon
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