
Leçon n°239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramètre. Exemples et
applications.
I/ Régularité et comportement asymptotique d’intégrales à paramètres.

Théorème 1 : Théorème de convergence dominée.

A/ Continuité. [BP]

Théorème 2 : Continuité sous signe intégral.

Remarque 3 : Comme la continuité est une propriété locale, on peut se contenter
de regarder sur les compacts.

Application 4 : La transformée de Fourier sur L1 est bien définie et continue.

B/ Dérivabilité. [BP] [GW] [FGNAna3]

Théorème 5 : Dérivation sous signe intégral.

Développement 1

Application 6 : Calcul de l’intégrale de Dirichlet en faisant apparaître un
paramètre.

Remarque 7 : On peut généraliser ce théorème aux fonctions Ck.

Application 8 : Calcul de la transformée de Fourier de la gaussienne.

C/ Holomorphie et résidus. [T]

Théorème 9 : Holomorphie sous signe intégral.

Application 10 : La fonction Γ est holomorphe sur {z ∈ C, Re(z) > 0}.

Théorème 11 : Théorème des résidus.

Développement 2

Lemme 12 : Si 0 < a < 1, Ia =
∫ +∞

0

eax

1 + ex
dx = π

sin(πa) .

Application 13 : Formule des compléments.

D/ Comportement asymptotique. [PGCD]

Proposition 14 : Méthode de Laplace.

Application 15 : Formule de Stirling intégrale par la fonction Γ .

II/ Convolution et transformée de Fourier.

A/ Convolution et régularisation. [BP]

Définition 16 : Convolé de fonctions L1 et Lp, Lp et Lq.

Proposition 17 : L1 est une algèbre commutative ne possédant pas d’unité pour
la convolution.
Application 18 : La densité de la somme de deux variables aléatoires indépendantes
est la convolé des deux densités respectives.

Définition 19 : Suite régularisante.

Exemple 20 : Noyau de Gauss.

Corollaire 21 : C∞
c est dense dans Lp.

Application 22 : S(R) est dense dans L2.

B/ Transformée de Fourier dans L1(R). [GW]

Lemme 23 : Riemann-Lebesgue.



Définition 24 : Définition transformée de Fourier dans L1(R).

Corollaire 25 : La transformée de Fourier est linéaire et continue.

Exemple 26 : Transformée de Fourier de x 7→ e−a|x|, x 7→ 1[a,b] (exemple de f telle
que f̂ < L1(R).

Proposition 27 : Propriétés de calcul de la transformée de Fourier.

Proposition 28 : Lien entre convolution et transformée de Fourier.

Théorème 29 : Formule de dualité.
Proposition 30 : Formule d’inversion de Fourier.

Corollaire 31 : Injectivité de la transformée.

Proposition 32 : Lien entre dérivation et transformée de Fourier.

C/ Transformée de Fourier en probabilité. [WA] [ZQ]

Définition 33 : Fonction caractéristique.

Remarque 34 : Il s’agit de la transformée de Fourier dans le cadre d’une mesure
de probabilité.

Exemple 35 : Fonction caractéristique d’une gaussienne.

Théorème 36 : Théorème de Paul-Lévy.

Application 37 : Théorème central limite.
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