LECON N°204 : CONNEXITE. EXEMPLES D’APPLICATIONS.

Dans toute la suite on notera (X,d) un espace métrique.

[I/ Espaces connexes.]

[A/ Définitions et propositions. [G] [Q] ]

| Proposition 1 : Propositions équivalentes et définition de la connexité.

| Remarque 2 : La définition pour n’importe quel choix de discret.
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Application 3 : Si X connexe et g1, g2 continues alors si e
est constante.

=e alors g1 — g2

Exemple 4 : R et C sont connexes, Q n’est pas connexe, les convexes de IR sont
connexes.

|Lemme 5 : Passage des douanes.
| Théoréme 6 : L’image continue d’un connexe est connexe.
| Application 7 : R et R? ne sont pas homéomorphes.

| Théoréme 8 : Les connexes de IR sont les intervalles.

[B / Propriétés de stabilité. [G] [Q] ]

| Proposition 9 : Si A est connexe et B telle que A C B C A alors B est connexe.

| Corollaire 10 : L’adhérence d’un connexe est connexe.

| Proposition 11 : Stabilité de la connexité par 'union si 'intersection est non vide.

Remarque 12 : L’intersection de connexes n’est en général pas connexe (prendre
une droite et un cercle), 'union de connexes n’est en général pas connexe (prendre
deux boules disjointes).

Proposition 13 : Le produit cartésien de connexes est connexe.

[C / Composantes connexes. [G] ]

Proposition 14 : La relation 2Ry <= 3C connexe tel que z € C' et y € C est une
relation d’équivalence.

Définition 15 : Une classe d’équivalence pour la relation est une composante
connexe.

| Proposition 16 : Partition de I’espace et les composantes connexes sont fermées.

Proposition 17 : Si il y a un nombre fini de composantes connexes alors elles sont
ouvertes.

| Exemple 18 : O, (R) possede deux composantes connexes : SO, (R) et Oy, (R).

[D / Connexité par arcs. [G] [Q] ]

| Définition 19 : Chemin.

| Définition 20 : Connexité par arcs.
|Thé0réme 21 : Connexe par arc = connexe.

Remarque 22 : Utile pour montrer la connexité, de plus c’est une notion topolo-
gique.

Exemple 23 : Boule unité fermée est connexe et convexe implique connexe par
arcs.

Contre-exemple 24 : {(z,sin(1/z)), 0 <z < 1} est connexe mais n’est pas connexe
par arcs.

Théoréme 25 : Si E est un R-ev alors une partie () ouverte est connexe par arcs
si et seulement si elle est connexe.

II/ Applications de la connexité en Analyse. ]

L

[A/ En analyse réelle. [G] ]

| Théoréme 26 : Théoréme des valeurs intermédiaires.

| Application 27 : Toute fonction continue f : [a,b] — [a,b] admet un point fixe.



[B / En calcul différentiel. [PGCD] ]

| Théoreme 28 : Inégalité des accroissements finis.

Corollaire 29 : Si dans connexe la différentielle s’annule alors la fonction est
constante dans le connexe.

Développement 1

| Théoréme 30 : Interversion limite-différentielle dans un connexe.

| Application 31 : L’exponentielle matricielle est C'! et calcul de sa différentielle.

[ C/ En analyse complexe. [T] [OBJ] ]

|Lemme 32 : Ouvert connexe de C = ouvert connexe par arcs de C.

| Théoréeme 33 : Théoreme des zéros isolés dans un espace connexe.

| Corollaire 34 : Théoreme du prolongement analytique.

| Application 35 : Prolongement méromorphique de la fonction I' sur C\(—IN).

| Théoréeme 36 : Principe du maximum.

[ D/ Dans les espaces de matrice. [FGNAIlg2] [ZAV] ]

Développement 2

|Lemme 37 : C[A]* est connexe par arcs.

| Théoreme 38 : L’exponentielle matricielle est surjective sur C.

| Corollaire 39 : exp(Mn(R)) = {M2, M € GLy (R)}
| Corollaire 40 : GL,(C) est connexe par arcs.

Proposition 41 : GL,(R) n’est pas connexe mais admet deux composantes
connexes GLT (R) = det "1 (R}) et GL,, (R) = det ! (R}).

| Proposition 42 : SL,(R) et SLy,(C) sont connexes.
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