Convergences d'une suite de variables aléatoires. Théorémes ..

Convergences d’une suite de variables aléa-
toires. Théorémes limite. Exemples et applica-
tions.

Soient (Q, «/,P) un espace probabilisé et (X,,) une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans
(R, B(R)).
| — Premiers modes de convergence

1. Convergence presque siire

DEFINITION 1

On dit que (X,,) converge presque siirement vers X : QO — R si

P{w € Q] X, (0) — 100 X (@)}) =

On note cela X, P x.

-

REMARQUE 2
La convergence presque stre d’une suite de vecteurs aléatoires équivaut a la convergence
presque stre de chacune des composantes. Pour cette raison, on peut se limiter a I’étude du
casd=1.

EXEMPLE 3

Si (X,) esttelleque Vn = 1, P(X,, = /n) =P(X,, = —/n) = 3, alors 5 ¥ X — ) 3

PROPOSITION 4 2\

SiX, X tY—»Y alors:

(i) YaeR, aX, Ps) ax.
(i) X, +v, 2

(i) X,v, 29 xv.

— X+Y.

Plus généralement, si Vn € N, X,, et X sont a valeurs dans E, alors f(X,, )(p 2

f fonction définie et continue sur E.

THEOREME 5

1¢" lemme de Borel-Cantelli.
Soit (4,,) une suite d'événements. Si }_[P(A,,) converge, alors

f(X) pour toute

P (limsupAn) =0

n—+oo
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REMARQUE 6
Cela signifie que presque stirement, seul un nombre fini d’événements A,, se réalisent.

COROLLAIRE 7
(ps.)

Si Y P(|X,, — X| > €) converge pour tout € > 0, alors X,, — X.

EXEMPLE 8
Si (X,,) esttelle que Vr = 1, P(X,, = n) = P(X,, = —n) = 57 et P(X,, = 0) = 1 — -, alors la suite
(S,,) définie pour tout n = 1 par S,, = Y }_, X; est constante a partir d'un certain rang.

THEOREME 9

2¢ lemme de Borel-Cantelli.
Soit (4,,) une suite d'événements indépendants. Si Y P(A,,) diverge, alors

P (lim supAn) =1

n—+oo

REMARQUE 10
Cela signifie que presque sirement, un nombre infini d’événements A,, se réalisent.

EXEMPLE 11 o
On fait une infinité de lancers d'une piece de monnaie équilibrée. Alors, la probabilité de

I’événement “on obtient une infinité de fois deux “Face” consécutifs” est 1.

,
Loi du 0-1 de Borel.
Soit (A,,) une suite d’événements indépendants, alors

P (limsupAn) =0oul

n—+oo

et elle vaut 1 si et seulement si ). P(A,,) diverge.

N
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2. Convergence en probabilité

DEFINITION 13

On dit que (X,,) converge en probabilité vers X : O — R? si

Ve >0, |]:D(”)(n _X” = 6) T n—+o0 0

On note cela X, ) X.

N

EXEMPLE 14
On suppose que (X,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées telle que P(X, = 1) = p et P(X; =0) = 1 — p. On définit la suite (Y,,) par

0siX, =X,

Vn=1Y, =
1 sinon

etla suite (M,) par Vn = 1, M, = 2“2 OnaM, - 2p(1 - p) @

PROPOSITION 15

SiX, W x ety, ) Y, alors:

() (X, Y,) 2 (x,Y).

(i) X, +Y, 2 X+Y.

- J

THEOREME 16

La convergence presque stire implique la convergence en probabilité.

CONTRE-EXEMPLE 17
La suite (M,, —2p(1 — p)) de 'Exemple[14]ne converge pas vers 0 presque stirement.

THEOREME 18 N

(r)

(ps.)

Si X,, — X, alors il existe une sous-suite (X,, ) de (X,,) telle que X,, — X.
. J
\

On suppose X, W) x sivne N, X,, et X sont a valeurs dans E, alors f(X,,) ) f(X) pour

toute f fonction définie et continue sur E.
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3. Lois des grands nombres

THEOREME 20

Loi faible des grands nombres.

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes, de méme loi et inté-

grables. On pose M,, = w Alors,

(»)
Mn - [E(Xl)

Loi forte des grands nombres.
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi. On pose

Xi++X,
M, = =——=. Alors,
n

X, e (:>Mn(p—>s')€€[R

Dans ce cas, ona ¢ = E(X,).

APPLICATION 22

Théoreme de Bernstein.
Soit f : [0,1] — R continue. On note

VvneN*, B,(f):x — i (n)f(S)xk(l—x)"'k

k=o\k

le n-ieme polynome de Bernstein associé a f. Alors la suite de fonctions (B,,(f)) converge
uniformément vers f.

Théoreme de Weierstrass.
Toute fonction continue f : [a, b] — R (avec a, b € R tels que a < b) est limite uniforme de
fonctions polynomiales sur [a, b].
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Il — Convergence L,

DEFINITION 24

On dit que (X,,) converge dans L, vers X : ) — R si

VneN,X, €L, XeL, et E(|X, =X [P) —,_ 1000

(Lp)
On note cela X,, — X.

-

PROPOSITION 25

Comme les espaces sont de mesure finie,

p=q = LP(Q,&%P) qu(Q,gf,lP)

Ve

COROLLAIRE 26

Pour 1 = p < g, la convergence dans L, implique la convergence dans L, qui implique elle-
meéme la convergence dans L,.

THEOREME 28

CONTRE-EXEMPLE 27
Si,
VneN,VweQ, X, () = \/ﬁﬂ[o 1]

alors, (X,,) converge dans L, mais pas dans L,.

Convergence dominée.

: L
SiX, P3) X et 3g € L, telle que ||X,, ||, = g pp. pour tout n € N, alors X,, &) x.

-

PROPOSITION 30

CONTRE-EXEMPLE 29
On se place dans le cas ou (Q, of,P) = ([0, 1[, 2B([0, 1[), Ajp,1()-SiVR =1, X, = nﬂ]o 1 alors (X,,)

converge vers 0 presque stirement, mais pas dans L, .

(Lp) .
Si X,, — X, alors il existe une sous-suite (Xp,) de (X,,) telle que X, ws) x.

N

THEOREME 31

La convergence dans L,, (pour p = 1) implique la convergence en probabilité.

EXEMPLE 32
La convergence en probabilité de I'Exemple(14]est en fait une convergence dans L,.
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CONTRE-EXEMPLE 33
Soit X une variable aléatoire de densité f : x — e *Ig+. On pose Vn = 1,Y, = X1 ,(X) +
eznﬂ[n, +oo (X). Alors (Y},) converge vers X en probabilité, mais pas dans L.

Il — Convergence en loi

1. Définition et premiéres propriétés

DEFINITION 34 N

On dit que (X,,) converge en loi vers X : Q — R si

Vf € (gb(IRd! R)» IE(f(Xn)) T n—+oo [E(f(X))

d
On note cela X, 9 x.

EXEMPLE 35

. . . . X . .
Si, pour tout n = 1, X,, suit une loi uniforme sur [1, n], alors =% converge en loi vers la loi
uniforme sur [0, 1].

PROPOSITION 36 2\

SiX, 9D X et Y, @), Y, alors:

(i) Lalimite X est unique.

(i) (X, Y,) 2 (x,Y).

(. . R d
Plus généralement, si Vn € N, X,, et X sont a valeurs dans E, alors f(X,,) 1GA f(X) pour toute
f fonction définie et continue sur E.

THEOREME 37

Lemme de Scheffé.
On suppose :

e x, Py

o lim,,_ o o X, dP = [, X dP.

L
Alors, X, (—1)>X.
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COROLLAIRE 38

On suppose :
* VYneN, X, admet une densité f,,.
* (f,,) converge presque partout vers une fonction f.

e Il existe une variable aléatoire X admettant f pour densité.

d
Alors, X, u»X.

COROLLAIRE 39

Si X et X,, sont des variables aléatoires a valeurs dans un ensemble dénombrable D pour tout
n € N, en supposant
VkeD,P(X,=k) — 00 P(X =k)

alors X, Y x.

.

Soit, pour n = 1, une variable aléatoire X, suivant la loi binomiale de parametres n et p,,. On
suppose que lim,,_,, . np,, = A > 0. Alors,

(d)

X, —X

n

ol X suit une loi de Poisson de parametre A.

THEOREME 41

En notant Fy la fonction de répartition d'une variable aléatoire X, on a,

(a)
Xy —X = FXn(x) T n—+oo FX(x)

en tout point x ou Fy est continue.

THEOREME 42

Soit X : Q — R% une variable aléatoire.

(i) Si(X,) converge en probabilité vers X, alors (X,,) converge en loi vers X.

(ii) Si(X,) converge en loi vers une constante a (ou de maniere équivalente, vers une masse
de Dirac §,), alors (X,,) converge en probabilité vers a.

N
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CONTRE-EXEMPLE 43
Si (X,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi
%B(p), alors (X,,) converge en loi vers 28(2p(1 — p)), mais pas en probabilité.

2. Théoreme central limite et applications

THEOREME 44 ~

Théoréme de Slutsky.

SiX, Q, Xety, Q, ¢ ol ¢ est un vecteur constant, alors :

i) x,+v, Lx+ec
n n
i) (x,,7,) 2 (x,c).
n

NOTATION 45
Si X est une variable aléatoire réelle, on note ¢y sa fonction caractéristique.

Théoréme de Lévy.
On suppose que (X,,) est une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire
réelle. Alors :

d
X, 9@, X < ¢y, converge simplement vers ¢y

-

THEOREME 47

Central limite.

On suppose que (X,,) est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme
loi admettant un moment d’ordre 2. On note m l'espérance et o la variance commune a ces
variables. On pose S, = X; + - + X,, — nm. Alors,

S, (d)
(ﬁ) X7

N

APPLICATION 48

Théoréme de Moivre-Laplace.
On suppose que (X,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi 2(p).
Alors,

Y1 Xe—np @)

NG

— N(0,p(1-p))

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~I'(a,y) etY ~T'(b,y).

AlorsZ=X+Y ~T(a+b,y).
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APPLICATION 50

Formule de Stirling.
n\n
n! ~ Znﬂ(—)
e

APPLICATION 51 2\

Théoreme des événements rares de Poisson.

Ve

Soit (N,),>; une suite d’entiers tendant vers l'infini. On considere des événements
Apqy .- Ay n, indépendants avec P(4,, ) = p, - On suppose également que :

(i) lim,_,,s,=A>00uVneN,s, = lez]il P,k
(li) lirnn—>+c>o Supke[[l,Nn]] Pnk = 0.

Alors, la suite de variables aléatoires (S,,) définie par
Nn
VneN’, S, =31,
k=1

converge en loi vers la loi de Poisson de parametre A.
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Annexes

Sous-suite Limite constante

l//:\\
Convergence presque siire ———- Convergence en probabilitt ———= Convergence en loi

0

Domination ConVergence Ll

f

Convergence L,

FIGURE 1 : Liens entre les différents modes de convergence.
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