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Transformation de Fourier. Applications.

| — Transformation de Fourier dans L,(R%)

1. Définitions et premiéres propriétés

DEFINITION 1

Fourier, notée f par
~ R - C
f: ~ix)
¢ = Jgaf(x)e dx

Soit f : R — C une fonction mesurable. On définit, lorsque cela a un sens, sa transformée de

EXEMPLE 2
Densité de Poisson.
On pose Vx € R, p(x) = 2e7*l Alors p € L, (R) et, V¢ € R, (&) = -

1+é&2°

EXEMPLE 3
Transformée de Fourier d’une gaussienne.
On définit Va € R},

R — R

Yo' Cax?
“Tx - e ™

Alors,
_ T =
VEeR, 7,(E) = Ee 1a

Lemme de Riemann-Lebesgue.
Soit f € L, (R%), f existe et
lim f(¢&)=0

€| —+o0

REMARQUE 5
La transformée de Fourier d'une fonction intégrable n’est pas forcément intégrable.

THEOREME 6

Vf € L, (RY), f est continue, bornée par || f||;. Donc la transformation de Fourier

LI(IRd) - (go(ARd)
= f

F .

est bien définie.

N
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COROLLAIRE 7

La transformation de Fourier & : L, (R%) — €,(R“) est une application linéaire continue.

Ve

Soit f € L, (R?). Alors :
(i) F(x— f(-x))=¢—F(f)(=E).
(i) () =¢—F()(=4).
(iii) Pourtout A € R,, et ¢ € RY,
1

F o= f0) = g

73]
(iv) Pour tout a € R?, et & e RY,

F(x— f(x—-a)(&) = e " (&) et F(x — !X f(x))(&) = F(¢ - a)

\

Soit f € L,(R?) et soit j € [1,d].

(i) Onsuppose f € €' (RY) et % € L,(R%). Alors,
J

T
VE= () €RY () = (0
Xj

(ii) Onsuppose (¢}, ...,64) = ¥if (S, ..., ¢4) € L,(R%). Alors, la j-ieme dérivée partielle de f
existe, et R
a 9f Tz
VE = (1, ) €RY, 2L (8) = —iE F(£)
¢

N

APPLICATION 10

. N —_ 2 P .
On considere f: x — e™** pour a > 0. Alors, f vérifie

Ve R, () =~ (O

ce qui permet de retrouver 'Exemple

-
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2. Convolution

DEFINITION 11

Soient f et g deux fonctions de R? dans C. On dit que la convolée (ou le produit de convolu-
tion) de f et g en x € R? existe si la fonction

R — C
r o~ flx-1)g(t)

est intégrable sur R? pour la mesure de Lebesgue. On pose alors :

(F+8)x)= [, flx=0g(r)dr

EXEMPLE 12
Soient a < b € R}. Alors 1_, ,; * 1_;, 5 €xiste pour tout x € R et

2a si0<|x|<b-a
(Vgay * Vb)) (X) =< b+a—-|x| sib—a<|x|<b+a

0 sinon

PROPOSITION 13

Dans L, (IRd), dés qu’il a un sens, le produit de convolution de deux fonctions est commutatif,
bilinéaire et associatif.

- J

THEOREME 14

Convolution dans L,(R?).
Soient f, g € L,(R?). Alors :

(i) pp.enxeRY, t — f(x —t)g(t) est intégrable sur R,
(ii) f * g estintégrable sur RY.
i) If =gl =Ifl gl

(iv) Lespace vectoriel normé (L, (R%), ||.|l;) muni de * est une algébre de Banach commuta-
tive.

PROPOSITION 15

VfgeL(RY), f+g=1g
ie. Z : (L (RY), +, %,-) — (6, (R?), +, x,-) est un morphisme d’algebres.

-

COROLLAIRE 16

Lalgebre (L, (R?), +, *,-) n’a pas d’élément unité.

-
&
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fef=f < f=0

-
N

THEOREME 18

Formule de dualité.

vfgeL®), [ fgndi= [ Fognd

~

3. Inversion

THEOREME 19

Formule d’inversion de Fourier.
Si f € L, (RY) est telle que f € L,(R?), alors

]%(—x) = (2m)4f(x) pp. en x € RY

-~
-

EXEMPLE 20
Une solution de 'équation intégrale d’'inconnue y :

f () oL
R (x —1)% +a? x2 + b?

est x — —4b-a) s pour0< a<b.

br(x2+(b-a)?

COROLLAIRE 21 N

La transformation de Fourier & : L, (R?) — €,(R?) est une application injective.

Soient g € L, (R%) et f € L, (R%) telle que f € L,(R?), alors

— -~

fg=Wf*§

-
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Il — Transformation de Fourier dans d’autres espaces

1. Dans L,(R%)

Théoréeme de Plancherel-Parseval.

Vf e Li(RY) n L,RY), IF15 = 2n)? 1113

REMARQUE 24
En termes de produit scalaire, la formule précédente s’écrit

vf.g e L®Y, [ FOR@ =0 [ f()gtdx

THEOREME 25 ~

Soit f € L,(R%). Alors :

(i) 1l existe une suite (f,) de L, (R?) n L,(R?) qui converge vers f dans L, (R%).

(ii) Pour une telle suite ( f,,), la suite (fn) converge dans L, (R%) vers une limite f indépendante
de la suite choisie.

N

DEFINITION 26 N

La limite f est la transformée de Fourier de f dans L, (R?).

-
-

PROPOSITION 27 N

Les transformations de Fourier L, (R?) et L,(R?) coincident sur L, (R%) n L, (R%).

-~
N

REMARQUE 28

On a prolongé F a L,(R%), mais il faut prendre garde au fait que % désigne deux applications
distinctes : & : L, (R?) — €,(R%) et & : L,(R%) — L,(R%), ces deux applications ne coincidant
que sur L, (R?) N L,(R?).

PROPOSITION 29

Soit f € L,(R). On a les relations suivantes :

Jim gy —Fllo=0et lim [y, —fl,=0
—+00 A—+o0

ol

n©= [ fwedxety) = o [ foea
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COROLLAIRE 30

Lorsque f € L,(R) et f € L;(R), on a

pp.enxeR f(x)= 5 [ FlOe g

THEOREME 31 N

Formule d’inversion de Fourier-Plancherel.
Lopérateur de Fourier-Plancherel

CL[RY) - Ly(RY)
: 1
r= )

est un automorphisme d’inverse 227! = 2.

. J

EXEMPLE 32 (D-L]

~ i -
On pose [ =1_, 4 €tona V¢ £0, f(§) = 25%(“5) Or, f € Ly(R) ~ L, (R). On peut calculer sa =
transformée de Fourier dans L, (R) :

pp.enx € R, f(x) =2nf(=x) =2a0_4 4 (X)

2. Dans &#(R%)
iARos)
B3

Une fonction f : R? — C est dite a décroissance rapide si

VaeN?, lim |x*f(x)|=0
[l x[|—+o0

N a a
ot (X, ..., xg) (@) = x| x99

- J

EXEMPLE 34

x — e~ ¥l est a décroissance rapide sur R.

DEFINITION 35

On appelle classe de Schwartz, notée .#(R%), 'espace des fonctions f : R? — C telles que :
o fe€™(RY).

* f estadécroissance rapide ainsi que toutes ses dérivées.

.

PROPOSITION 36

#(R?) est un espace vectoriel stable par dérivation, par multiplication par un polynéme, par
produit, par conjugaison et par translation.
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\
(i) SR <L, (RY.
(ii) ZF(F(RY)c L (RY).

)

F : S (RY) — #(R?) est un automorphisme bicontinu de . (R) dont I'inverse est donné par

— 1 =
 (2m)d

:;;—1

11l — Applications

1. Séries de fonctions

Y icoum)
. . 284
Formule sommatoire de Poisson.
Soit f : R — C une fonction de classe €' telle que f(x) = O (é) et f'(x) =0 (é) quand
|x| — +o0. Alors :

VieR, Y f(x+n)=Y f(2nn)e?nn*

nez nez
N\ J
APPLICATION 40 N
Identité de Jacobi.
+00 1 +00 2
—nn? _nn®
Vs>0, Y e ™ =— ) e
n=—co \/E n=—o0
N\ /

2. Bases hilbertiennes

Soit I un intervalle de R. On pose Vrn €N, g, : x — x". (M)

. 110

DEFINITION 41

On appelle fonction poids une fonction p : I — R mesurable, strictement positive presque
partout et telle que Vn e N, pg,, € L, (1).

Soit p : I — R une fonction poids.

NOTATION 42
On note L, (I, p) 'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de densité p par
rapport a la mesure de Lebesgue.
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PROPOSITION 43

Muni de L
()i (Fr8) — fI F()g)p(x) dx

L,(I, p) est un espace de Hilbert.

THEOREME 44 N

Il existe une unique famille (P, ) de polynémes unitaires orthogonaux deux-a-deux telle que
deg(P,) = n pour tout entier n. C'est la famille de polyn6mes orthogonaux associée a p sur I.

. J

EXEMPLE 45
Polynémes de Hermite.

2
Sil=RetsiVxel, p(x)=e*,alors

Vnen, Vv eIP()—(_l)n w0 (—xz)
n,x,,,x—zneaxne

On suppose que Vn €N, g, € L,(I, p) et on considere (P,) la famille des polynomes ortho-
gonaux associée a p sur I. Alors Vn €N, g, € L,(I, p). En particulier, I'algorithme de Gram-
Schmidt a bien du sens et (P,,) est bien définie.

APPLICATION 47

On considere (P,) la famille des polyndmes orthogonaux associée a p sur I et on suppose qu’il
existe a > 0 tel que

fe“"”p(x)dx < +00
I

alors (P,) est une base hilbertienne de L, (I, p) pour la norme |.|,.

CONTRE-EXEMPLE 48
On considere, sur I = R}, la fonction poids p : x — x~"®)_ Alors, la famille des g, n'est pas
totale. La famille des polyn6mes orthogonaux associée a ce poids particulier n'est donc pas
totale non plus : ce n'est pas une base hilbertienne.

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu/developpements/densite-des-polynomes-orthogonaux
https://agreg.skyost.eu

[ 9 | Transformation de Fourier. Applications.

3. En probabilités

Y d d s
Soit X : (Q, «7,P) — (R%, 8(R%)) un vecteur aléatoire. (G.K]

" 239
DEFINITION 49

On appelle fonction caractéristique de X, notée ¢y, la transformée de Fourier de la loi Py
(définie a un signe pres) :

Oy i t — E(eiHX)

REMARQUE 50

Si X est un vecteur aléatoire réel admettant f pour densité, alors
VieRY, ¢y (1) = fd e £(x) dx
R

THEOREME 51 25

Soient X et Y deux vecteurs aléatoires réels. Alors,

Ox =y — Px =Py

EXEMPLE 52

sin() it £ 0
e X ~%([-1,1]) & VieR, ¢x(t)=<

1 sinon
¢ X ~E(1) <= VieR, ¢x(r) =2
e X(Q)SN = VreR, ¢x(t) = Gx(e'") ot1 Gy est la fonction génératrice de X.

THEOREME 53

Soit N € N*, alors dans pour une variable aléatoire réelle,

E(IX|V) < 400 = ¢y € €"(R)

- J

COROLLAIRE 54 2\

On se place dans le cadre du théoréeme précédent. On a:

Vk € [0,N], ¢1(0) = i*E(x¥)

- J

THEOREME 55

Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires réels indépendants :

)] bx iy = Px Py
(i) Vs, zeR?, bix vy (8, 1) = dx (s)y (2).

-
.
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