Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. ..

Fonctions holomorphes et méromorphes sur
un ouvert de C. Exemples et applications.

Soit O € C un ouvert. Soit f : Q — C.

| — Dérivabilité au sens complexe

DEFINITION 1 N [QUE]

On dit que f est holomorphe en a € Q s'il existe un complexe f'(a) tel que

fla+h)-f(a)
h

TEoN 1
f'(a) =lim
h+0

On dit que f est holomorphe sur Q si elle I'est en tout point de Q et on note f' la fonction
f':z— f'(z) ainsi que #(Q) I'ensemble des fonctions holomorphes sur Q.

EXEMPLE 2

e z— 7% est holomorphe sur C, de dérivée z — 2z.

e z — z n'est holomorphe en aucun point de C.

(i) #(Q) est une algebre sur C avec pour tout g, he A (Q)etAeC:

e (g+h)=g'+hn.
« (1g)' =A7g'".
e (gh)Y=g'h+gh'.

o (g)r _ g'h-gn

> -z — quand h ne s'annule pas sur Q.

(ii) Pourtout g € #(Q), he #(Q;) ot g(Q) =,
hoge(Q)et(hog) =(h'og)g’

(iii) Soit g € #(Q) holomorphe bijective d’inverse h. On suppose h continue en b = g(a) et
g'(a) #0. Alors h est holomorphe en b et

1
g'(a)

h'(b) =
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THEOREME 4 N

Conditions de Cauchy-Riemann.
On pose u =Re(f) et v =Im(f). On suppose f R-différentiable en a € Q. Alors, les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) f estholomorphe en a.
(ii) df, est C-linéaire.
(iii) g(a) =il(a).

(iv) %(a)=2(a) et &(a) = ~L(a).

EXEMPLE 5
z — Re(z) et z — Im(z) ne sont holomorphes en aucun point de C.

THEOREME 6

Théoréme de Weierstrass.

Une suite de fonctions holomorphes qui converge uniformément sur tout compact de Q a
une limite holomorphe sur Q. De plus, la suite des dérivées k-iéme converge uniformément
sur tout compact vers la dérivée k-ieme de la limite pour tout k € N.

Il — Séries entiéres et analycité

1. Généralités sur les séries entiéres

DEFINITION 7 ~N

On appelle série entiére toute série de fonctions de la forme )" a, z" ol z est une variable
complexe et ol1 (a,,) est une suite complexe.

Lemme d’Abel.
Soient }_ a, z" une série entiere et z, € C tels que (a, z} ) soit bornée. Alors :

(i) VzeCtel que |z| < |z, Y a,z" converge absolument.

(ii) Vr €]0,|z,|[, X a,z" converge normalement dans D(0,7) ={ze€ C||z| < r}.

N

En reprenant les notations précédentes, le nombre

R=sup{r=0|(|a,|r") est bornée}

est le rayon de convergence de }_a, z".
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EXEMPLE 10

e ¥ n%z" aunrayon de convergence égal a 1.

n . . .
* ) 2 aunrayon de convergence infini. On note z — e la fonction somme.

PROPOSITION 11

Soit ) a, z" une série entiere de rayon de convergence r # 0. On note f la somme de cette
série sur D(0, 7). Alors f € #£(D(0,1)) et,

+00 )
f(2)= ) na,z""
n=1

pour tout z € D(0, ).
Plus précisément, pour tout k € N, f est k fois dérivable avec
+00

P =Y nn-1)...(n-k+1)a,z"*
n=k

~N

2. Analycité

DEFINITION 12

On dit que f est analytique sur Q si, pour tout a € Q, il existe r > 0 et une série entiere }_a, z"
de rayon de convergence = r, tels que

D(a,r)cQetVzeD(a,r), f(z)= Jio a,(z—a)"
n=0

ie. f est développable en série entiere en tout point de Q. On note «/(Q2) 'ensemble des
fonctions analytiques sur Q.

PROPOSITION 13

Soit )" a, z" une série entiere de rayon de convergence r # 0. On note f la somme de cette
série sur D(0,7). Alors f € &/ (D(0,1)) et,si|z—a| <r—|al:

+oo ¢(k)
@)=y Do
k=0 :

(oi1 f¥) désigne la k-ieme dérivée complexe de f).

N

PROPOSITION 14

4(Q) < #(Q).

N

PROPOSITION 15

Si f = P/Q est une fraction rationnelle, alors f est développable en série entiére au voisinage
de chaque point qui n’est pas un pole de f (cf. Définition [40).

N
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THEOREME 16

Zéros isolés.

des zéros de f n'admet pas de point d’accumulation dans Q.

On suppose Q connexe et f € </ (Q). Si f n'est pas identiquement nulle sur Q, alors 'ensemble

COROLLAIRE 17

Si Q) est connexe, </ (Q) est une algebre integre.

-

REMARQUE 18
Prolongement analytique.

Q, alors elles sont égales sur Q.
EXEMPLE 19

Il existe une unique fonction g holomorphe sur C telle que

. (1) 1
VneN', g (—) =—
n n

et c’est la fonction identité.

CONTRE-EXEMPLE 20
Il existe au moins deux fonctions g holomorphes sur Q = {z € C | Re(z) > 0} telles que

1
‘v’nel\l*,g(—):o
n

11l — Holomorphie et intégration

1. Intégration sur une courbe

Reformulé de maniére équivalente au Théoreme [16} si Q2 est connexe et si deux fonctions
analytiques coincident sur un sous-ensemble de Q qui possede un point d’accumulation dans

DEFINITION 21

e Siy(a) =y(b), ondit que y est fermé.
e Siy est un chemin €' par morceaux, on dit que y est une courbe.

* On appelle y* =y([a, b]) 'image de y.

N

e Un chemin est une application y : [a, b] — C (ol [a, b] est un segment de R) continue.

EXEMPLE 22

Soient w € C et r € R}. Alors,
_[0,2n] — C
"t — w+re”

est une courbe fermée (c’est la paramétrisation du cercle de centre w et de rayon r).
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DEFINITION 23 ~

Soity : [a, b] — Q une courbe. Lintégrale curviligne le long de y est

b
[ r@az= [ rortyy @
Y a

N

Soity : [a, b] — Q une courbe de longueur L(y) = fa” ly'(¢)|dt, alors,

<sup|f(z)| x L(y)

zey*

fyf(z)dz

PROPOSITION 25

Soit y : [a,b] — Q une courbe. On suppose y* < Q, f holomorphe sur Q telle que f’ est
continue sur y*. Alors,

fy F(2)dz = F(y(B)) - F(y())

2. Théorie de Cauchy et lien avec I'analycité

DEFINITION 26 N

Soit y : [a, b] — Q une courbe fermée telle que w ¢ y*. Lindice de w par rapport a y, noté
I(w,y), est défini par

I(w,y):ify 1 o 1 fab Y'(1) dr

2inlyz—0w " 2inda y(t)-w

REMARQUE 27
En reprenant les notations précédentes, I (w,y) compte le nombre de tours orientés que vy fait
autour de w. En particulier :

(i) On atoujours I(w,y) € Z.

(ii) On note y* = y([a, b]) 'image de y. I(w,y) est nulle sur la composante connexe non
bornée de C~y*.
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THEOREME 28 N

Cauchy homologique.
Soit T un cycle homologue a zéro dans Q (ie. tel que a ¢ Q = I(a,T') = 0). On suppose
f e A(Q). Alors,

frf(z)dz:o

COROLLAIRE 29 N

Formule intégrale de Cauchy.
Soit I' un cycle homologue a zéro dans Q. On suppose f € A (Q). Alors,

L) G 1 D f20)
2im Jr z— 2

COROLLAIRE 30 2\

Ona #(Q) </ (Q).Deplus,siaeQetsirel0,d(a,C~Q)[,ona

f(a) 1[ f(z)
= =— ————dz

+00
a+h)= ) a,h" pour|h|<raveca, = =
f( ) nX—:O nf" P | n n! 2im Je+(a,r) (2 —a)™t!

3. Conséquences

PROPOSITION 31

Inégalités de Cauchy.
On suppose f holomorphe au voisinage du disque D(a,R). On note c,, les coefficients du
développement en série entiere de f en a. Alors,

M(r
VneN,VrelO,R], |c,| < (n )
-
o M(r) = sup;,_g_, |f(2)]-
.

Théoreme de Liouville.
On suppose f holomorphe sur C tout entier. Si f est bornée, alors f est constante.
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)

Principe du maximum.
On suppose Q borné et f holomorphe dans Q et continue dans Q. On note M le sup de |f]|
sur la frontiere (compacte) de Q. Alors,

VzeQ, |f(z)|=M

4. Holomorphie d’une intégrale a parametre

THEOREME 34 N

Holomorphie sous le signe intégral.
On suppose :

(i) VzeQ, x — f(z,x) € L{(X).
of

(ii) pp. enx € X, z — f(z,x) est holomorphe dans Q. On notera 3_ cette dérivée définie
presque partout.

(iii) VK < Q compact, 3gx € L,(X) positive telle que
|f(z,x)| <gg(x) VzeK,pp.enx

Alors F est holomorphe dans Q avec

VzeQ, F’(z):fx%(z,x)du(x)

APPLICATION 35

Soit f € L,(R). Si sa transformée de Fourier f : x — fRf(t)e'ixt dt est nulle, alors f = 0.

APPLICATION 36

—_ 2 , . . . . . ,
F:z— [,e* e ™™ dx définit une fonction holomorphe sur C qui coincide avec la transformée

X

. - 2 . .
de Fourierde f : x — e™* sur R. On trouve en particulier,

2

VteR, f(t)=F(it)=/me 7T

NOTATION 37
Soient I un intervalle de R et p : I — R une fonction poids. On note :

e VneN,g,:x—x".

e L,(I,p) l'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de densité p par rapport a
la mesure de Lebesgue.
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On suppose que Vn €N, g, € L,(I, p) et on considere (P,) la famille des polynomes ortho-
gonaux associée a p sur I. Alors Vn € N, g, € L,(I, p). En particulier, I'algorithme de Gram-
Schmidt a bien du sens et (P,,) est bien définie.

-

Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. On considére (P,) la famille des polynomes
orthogonaux associée a p sur /.

On suppose qu’il existe a > 0 tel que

fe“mp(x)dx < +00
1

alors (P,) est une base hilbertienne de L, (I, p) pour la norme |.|,.

IV — Méromorphie

1. Singularités

DEFINITION 40 ~

Soit a € Q. On suppose f € #(Q ~{a}).

* On dit que a est une singularité effacable pour f s'il existe g € #°(Q) tel que f(z) = g(z)
pour tout z € Q ~{a}.

* On dit que a est un pdle d'ordre m s'il existe des scalaires c_,, ..., c_,, avec c_,, # 0 tels que

z— f(z)-Xi4, (ZC_‘—";),C ait une singularité effacable en a.

°* Y (zc—_—;)k est la partie principale de f en a et c_, estle résidu de f en a noté Res(f, a).

EXEMPLE 41
° z— szi) a une singularité effacable en 0.

* z— "Z—Z aun pole d'ordre 1 (simple) en 0 avec partie principale égale a % etRes(f,0) =1.

DEFINITION 42

On dit que f est méromorphe sur Q s’il existe A < Q tel que :

e A n’aque des points isolés dans Q (en particulier, A est au plus dénombrable et Q ~ A est
ouvert).

s feH(Q~A).

* faun pdle en chaque point de A.

EXEMPLE 43

1
sin(z)

z— est méromorphe dans C et en reprenant les notations précédentes, A = {kx | k € Z}.

agreg.skyost.eu

APPLICATION 39 ~

[QUE]


https://agreg.skyost.eu/developpements/densite-des-polynomes-orthogonaux
https://agreg.skyost.eu

[ 9 | Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. ...

EXEMPLE 44
La fonction I définie par

{ze C|Re(z)>0} — C

z — 0+oo e—ttz—l dt

I':

se prolonge en une fonction méromorphe sur C, dont les poles sont les entiers négatifs.

PROPOSITION 45

On suppose [ = % ol g et h sont holomorphes en un voisinage de a € Q avec a un zéro simple
de h et g(a) # 0. Alors, a est un pole simple de f de résidu

g(a)
h'(a)

Res(f,a) =

EXEMPLE 46

Le résidu de z — 7 en Lest égala 3,

22
(z+1)(z-1

2. Théoréme des résidus

THEOREME 47

des résidus.

On suppose f méromorphe sur Q2 et on note A 'ensemble de ses poles. Soit y une courbe
homologue a zéro dans Q et ne rencontrant pas A. Alors,

ff(z)dz =2in ) I(a,y)Res(f,a)
Y

acA

EXEMPLE 48
27 1 21
——dt=—
o 3+2cos(t) \/g

EXEMPLE 49
Intégrale de Dirichlet.

+00 §i
f sin(x) i = n
0 X 2
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EXEMPLE 50

Transformée de Fourier d’une gaussienne.
On définit Va € R,

R - R
Ya' X — e—axz
Alors,
__ [T -
\/5 € Eg!)ﬂz(é) = z;é?4a

Théoreme de Kronecker.

_ 1 rfl@)
2im )y f(2)

V4

N

On suppose f holomorphe sur Q et non identiquement nulle dans Q. Soit y une courbe
homologue a zéro dans Q, et qui ne rencontre pas 'ensemble des zéros de f. Alors, le nombre
Z =Z(f) des zéros de f al'intérieur de y comptés avec multiplicités vérifie

APPLICATION 52

Théoreme de Rouché.

zey' = |h(z)] <[g(2)|

Alors,
Z(g)=2(g+h)

Soient y un cycle homologue a zéro dans Q et g, h € #(Q2). On suppose

EXEMPLE 53

z— 28 —52% + z — 2 a trois zéros dans D(0,1).
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