Exemples d'études et d'applications de fonctions usuelles et ...

Exemples d’études et d’applications de fonc-
tions usuelles et spéciales.

| — La fonction exponentielle

1. Dans le champ complexe

DEFINITION 1

On définit la fonction exponentielle complexe pour tout z € C par

J

[QUE]

+00 Zn
Z I
n=0

n!

on note cette somme e* ou parfois exp(z).

& J

REMARQUE 2
Cette somme est bien définie pour tout z € C d’apres le critere de d’Alembert.

PROPOSITION 3 2\

!

. !
(i) Vz,2' €C, e*™* = e”e”.

(ii) exp est holomorphe sur C, de dérivée elle-méme.
(iii) exp ne s'annule jamais.

(iv) |exp(z)| = exp(Re(z)) pour tout z € C.

PROPOSITION 4

La fonction ¢ : t — e’ est un morphisme surjectif de R sur U.

- J

PROPOSITION 5

En reprenant les notations précédentes, Ker(¢) est un sous-groupe fermé de R, de la forme
Ker(¢) = aZ. Onnote a = 2.

- J

APPLICATION 6 N R

Pour tout n € N*, il y a n racines n-iemes de I'unité, données par

2ikn (Zikﬂ) . (Zikn)
e n = CO0S + 7SIn
n n

ol k parcourt les entiersde0an —1.

- J
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COROLLAIRE 7

Tout nombre complexe non nul & écrit & = re’® admet exactement 7 racines n-iémes données

par
n iQ 2ikn
\/76 ne n

ou k parcourt les entiersde 0 a n — 1.

2. Dans le champ réel

DEFINITION 8

On a plusieurs définitions (équivalentes) de la fonction exponentielle réelle.

* Vision “moderne” : Soit x € R. exp(x) =Y ;% ’% (restriction de la série entiere de la Défini-
tion/[1)).

* Vision “pédagogique” : exp est 'unique solution au probleme de Cauchy

y'=y
y(0)=1
* Vision “historique” : Soit x € R. exp(x) = lim,,_ o, (1 +%)".

n
N J

THEOREME 9 N

(i) exp est une bijection croissante de R sur R} .

(ii) lim,_ _. exp(x)=0etlim,_, exp(x) = +oo.

(iii) x <0 < exp(x) < 1.

3. Fonctions trigonométriques

DEFINITION 10

On définit les fonctions sin et cos sur R par

Vt e R, sin(t) =Im(exp(it)) et cos(t) = Re(exp(it))
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o
.
Soit € R.
_—it 2n+1
(i) sin(z) = e o = n2o(=1)" (2n+1)"
o0 —it 2
(ii) cos(z) = % =25 D" G

(iii) Ces fonctions sont réelles, 2-périodiques et admettent un développement en série
entiere de rayon de convergence infini. Ceci permet de les prolonger de maniére unique sur
tout le plan complexe.

(iv) sin et cos sont dérivables avec cos’ = —sin et sin’ = cos.

(v) cos est paire, sin est impaire.

N\ [ROM21]
) s 38
Lapplication
. cos(6) sin(0)
exp(i6) (— sin(f) cos(0)

définit un isomorphisme de U dans SO, (R).

\ J

4. Polyndmes trigonométriques

DEFINITION 13 N\ [GOU20]
258

* On appelle polynéme trigonométrique de degré inférieur a N € N toute fonction de la
forme x — Zn__N c,e'"* avecVne[-N,NJ, c, €C.

* On appelle série trigonométrique une série de fonctions de la variable réelle x et de la
forme c, + Y ,en (c,e'™ +c_,,e7'"), notée ), .7 c,e'™*

S J

EXEMPLE 14 [AMROS]

e Pour tout N € N, la fonction Dy = ¥N__ e, est appelée noyau de Dirichlet d'ordre N.

« Pour tout N € N*, la fonction Ky = 1 ¥ )5' D; est appelé noyau de Fejér d’ordre N.

THEOREME 15 ~N E190

Théoréme de Fejér.
Soit f : R — C une fonction 27 -périodique.

(i) Sif estcontinue, alors [[oy (f)lle < |If o €t (o (f)) converge uniformément vers f.

(i) Sif e L,z,” pour p € [1,+oo, alors [lon (f) |, = [fl, et (ox(f)) converge vers f pour |||,

COROLLAIRE 16 N

Lespace des polynomes trigonométriques {YN__y c,e, | (c,) € CV, N € N} est dense dans
I'espace des fonctions continues 27 -périodiques pour ||.| o, et est dense dans Lf,” pour |.[,
avec p € [1,+oo].

N
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THEOREME 17

Théoréme de Dirichlet.
Soient f : R — C 2n-périodique, continue par morceaux sur R et ¢, € R tels que la fonction

_ flg+h)+f(to—h) - f(t5) — f (&)
h

h

est bornée au voisinage de 0. Alors,

ftg)+f(19)

Sn(f)(t0) —N-+oo 5

CONTRE-EXEMPLE 18
Soit f : R — R paire, 27 -périodique telle que :
o 1 3 X
Vxe[0,n],f(x)=) —zsm((z” + 1)—)
p=1 p 2

Alors f est bien définie et continue sur R. Cependant, sa série de Fourier diverge en 0.

COROLLAIRE 19

Soient f : R — C 27-périodique, €' par morceaux sur R. Alors,

FG)+f(x7)

Vx € R Sy () —n oo g

En particulier, si f est continue en x, la série de Fourier de f converge vers f(x).

EXEMPLE 20

. ~ 2
On considere f : x — 1 —%; sur [—n, ]. Alors,
T

Vx € [—ﬂ,ﬂ],f(x) — g — % z(—l)n%

n

THEOREME 21

Formule sommatoire de Poisson.
Soit f : R — C une fonction de classe €' telle que f(x) = O(xl—z) et f'(x) = O(é] quand
|x| — +o0. Alors :

VieR, Y f(x+n)=Y f(2nn)e?nn

nez nez

APPLICATION 22

Identité de Jacobi.

+00 2 1 +00 nnz
Vs>0, ) e =— ) e s

n=—00 \/E n=-—00
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Il — Logarithmes

1. Logarithme dans le champ réel

PROPOSITION 23

exp réalise une bijection strictement croissante de R sur R .
-

DEFINITION 24

La bijection réciproque de exp : R — R} est appelée logarithme népérien et est notée In.

=

THEOREME 25

(i) VxeR},In(x) = [* 1 dx.
(ii) Vx,y e RY, In(xy) =In(x) +In(y).

N

REMARQUE 26
La fonction In permet de définir la mise a la puissance par un réel :

VieRY, Va eR, t* = e*n(®)

2. Logarithmes dans le champ complexe

THEOREME 27

Soient @ € RetQ, = C~R*e’®. Alors, il existe une fonction L, holomorphe sur Q,, . Elle vérifie :
(i) e*«® =z pourtoutz € Q,.
(ii) L,(z)=In(|z])+i0,(z) avec O, €la, a +27|.

(iii) L, est dérivable dans Q, avec L'(z) = 1 pour tout z € Q,,.

N

DEFINITION 28

La fonction L, précédente est appelée détermination d’ordre a (ou détermination princi-
pale si @ = —7) du logarithme.

N

On pose D =D(0,1) eton définit ¢ : D — Cpar ¢ : z — Z,J;‘fl(—l)"“%. Alors :
(i) 1+z=-exp(¢(z)) pour tout z € D.

(ii) ¢(z)=L_,(1 +z) pourtout z € D.
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I1l — La fonction I d’Euler
1. Définition

On pose
+o00o
Vx>0,T(x)= f et tdr
0

PROPOSITION 31

(i) T est € sur |0, +oo[ et pour tout n € N*, on a

Vx e RY, T (x) = f  (n()" et 1 dr
0

(i) T(3)= .

(iii) Vx>0, T'(x+1) = xI'(x) et en particulier, Vn e N, I'(n) = n!.

La fonction T définie pour tout x > 0 par I'(x) = ;7 t*~'e~" dr vérifie:
(i) VxeR:, I'(x+1)=xI(x).
(i) r(1)=1.

(iii) T estlog-convexe sur R .

Théoreme de Bohr-Mollerup.

Soit f : RY — R* vérifiant le Point[(i)} Point[(ii)| et Point|(iii)]du Lemme[32] Alors f =T.

REMARQUE 34

Ala fin de la preuve, on obtient une formule due a Gauss :

Xl
Vx€]0,1],T(x) = lim n

n—+oo (x+n)...(x+1)x

que l'on peut aisément étendre a R} entier.

AlorsZ=X+Y ~T(a+b,y).

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~I'(a,y) etY ~T'(b,y).
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APPLICATION 36

Formule de Stirling.

n n
nl ~ Znﬂ(—)
e

2. Prolongement complexe

On suppose ici que E est un ouvert Q2 de C.

THEOREME 37

Holomorphie sous le signe intégral.
On suppose :

(i) VzeQ, x — f(z,x) € L{(X).
of

(ii) pp. enx € X, z — f(z,x) est holomorphe dans Q. On notera 3_ cette dérivée définie

presque partout.

(iii) VK < Q compact, gy € L,(X) positive telle que
|f(z,x)| < gx(x) VzeK,pp.enx

Alors F est holomorphe dans Q avec

VzeQ, F’(z):fxg(z,x)d,u(x)

EXEMPLE 38
La fonction I est holomorphe dans I'ouvert {z € C | Re(z) > 0}.

-
.

THEOREME 39

On peut prolonger I en une fonction holomorphe non nulle sur C ~ —N.

Formule des compléments.

VzeC~Z,T(2)T(1-2)=

sin(7z)

THEOREME 40 N
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IV — La fonction { de Riemann
1. Définition

DEFINITION 41

Pour tout s > 1, on pose

+o0 ]
((S):nz,lﬁ

-

PROPOSITION 42

( définit une fonction de classe €*° sur |1, +o0] et,

Vp eN*, Vs €)1, +oof, {P)(s) = (-1)7

n=1

o In(n)”

PROPOSITION 43

ol y désigne la constante d’Euler.

N

1
liIP ((s)=1et,quand s — 17, {(s) = 1 +y+0(1)

PROPOSITION 44

e—t

l1-e! dr

Vs> 1,¢(s)0(s) = f+°° =
0

2. Prolongement complexe

PROPOSITION 45

On prolonge la définition de { donnée a la Définition[41]en posant

_{seC|Re(s)>0} — C

(:
s — Yo

Ve

PROPOSITION 46

( est holomorphe sur {s € C | Re(s) > 1}.

THEOREME 47

11 existe une fonction ¢, holomorphe dans C - {1} telle que :

1
-1

(ii) Pour tout s € C tel que Re(s) > 1, {(s) = {(s).

(i) PourtoutseC~{1},{(s)= 5 *+1(s) avec 1 holomorphe dans C.

(iii) En posantI(s)=n"2T (£)¢(s), onalI(s)=1I(1-s) par prolongement méromorphe.
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