Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurre- ...

Suites vectorielles et réelles définies par une
relationderécurrence 1, , = f(u, ). Exemples.
Applications alarésolution approchée d’équa-
tions.

| — Suites récurrentes

1. Définition et premiéres propriétés

DEFINITION 1 ~ [DAN]

Soit E un ensemble. On dit qu'une suite (u,,) d’éléments de E est récurrente d’ordre & € N* si
on peut écrire
Vazhu,=f(U,1,-.., U,_p) (*)

oll f : E" — E, les premiéres valeurs uy, ..., u;,_, € E étant données.

EXEMPLE 2
On consideére la suite numérique (u,,) définie par

VneN, u,,, =5u,,; —6u,

etona,
vneN, u,=2"-3"

EXEMPLE 3 [Gou20]
On considere les suite numérique (u,,) et (v, ) définies par

n
etVneN, v, =[] u
k=1

{uoe[o;l[

1+u
VneN, u,,; = =

2

Alors, pour u, = cos() avec 6 €]0,7],ona

n 0 in(0
vneN, v, =] cos(—k) = L()e
donc
I _ sin(6)
i v ==
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APPLICATION 4

Formule de Viéte.

2 1 1 1 /1

—=q/zx\|z+-/zx...

/4 2 2 2\V2
EXEMPLE 5

On définit une suite de polynémes (P, ) définie par récurrence en posant :
Py=1,P:X,etVn=1,P,,, =2XP,—-P,_,

Alors, (P,(z)) estbornée si |z| < 1.

THEOREME 6

Soit (E, d) un espace métrique compact. Soit (u,,) une suite de E telle que d(u,,, u,_,) — 0.
Alors I'ensemble I" des valeurs d’adhérence de (u,,) est connexe.

COROLLAIRE7

Lemme de la grenouille.
Soient f:[0,1] — [0, 1] continue et (x,,) une suite de [0, 1] telle que

Xy €[0,1]

Xn+1 = f(xn)

Alors (x,,) converge si et seulement silim,,_,,  x,.; — X, =0.

\ J

2. Récurrences classiques

Soit K = R ou C. On fixe (u,,) une suite récurrente d’'ordre 1 définie par u,,,;, = f(u,) ou f : K — K.

DEFINITION 8

* Si f est une translation (ie. f est de la forme f : x — x + b ol1 b € K), alors (u,,) est une suite
arithmétique de raison b.

* Si f estlinéaire (ie. f est de la forme f : x — ax o1 a € K), alors (u,,) est une suite géomé-
trique de raison a.

* Si f est affine (ie. f est de la forme f : x — ax + b olt a, b € K), alors (u,,) est une suite
arithmético-géométrique.

* Si f est homographique (ie. f est de la forme f : x — ‘;;‘:Z oua,b,c,deEetad-bc #+0),
alors (u,,) vérifie une récurrence homographique.
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PROPOSITION 9

(i) Si(u,) estarithmétique de raison b, alors Vn €N, u,, = u, + nb.
(ii) Si(u,,) est géométrique de raison a, alors Vn e N, u, = a” u,.

(iii) Si(u,) est arithmético-géométrique etsil—a # 0,enposantr = (1—a) 'b,onaVneN,
u,=a"(uy—r)+r.

PROPOSITION 10
Supposons que (u,,) vérifie une récurrence homographique. On consideére I’équation
f(x)=x < cx*-(a-d)x-b=0 (E)
Alors :
. . o L Uy—n nuy—n N a-—-nc
1. Si (E) admet deux racines distinctes r; et r,, ona Vn € N, =k ouk=—%L.
un—rz uo—rz a—rzc

2. Si (E) admet une racine double r,onaVneN, —-— =1+ knot k = —<-.

U,—r Ug—r a-rc

N\ J

REMARQUE 11
Ces formules permettent de décider s'il existe un rang n tel que le dénominateur de f s’annule,
auquel cas les termes ultérieurs de la suite ne sont pas définis.

EXEMPLE 12
2u,+1

. . . +1 +1
==, I'équation (E) admet +1 pour solutions, donc =2 = 3" 22
n n

Pour la relation u,,,, = 7 Ho-1"

3. Suites récurrentes vectorielles

PROPOSITION 13 N [eouz]

Déterminant circulant.
. 2ix
Soient n e N* et a,, ..., a,_, € C. On pose w = e » . Alors
ay, a4 Ap—1
a, , a LA, ;
n-1 0 ? 2 — I].P(aﬂ)
: i
a ap Ay
o P =Y "7} a xk.
- J
Vo
.
Suite de polygones.
Soit P, un polygone dont les sommets sont {2 1, ..., Zg , }. On définit la suite de polygones (P;)
par récurrence en disant que, pour tout k € N*, les sommets de Py, ; sont les milieux des arétes
de l)k'
Alors la suite (P;.) converge vers I'isobarycentre de P,.
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Il — Outils pour étudier les suites récurrentes

1. Stabilité de l'intervalle et continuité

Soient I < Runintervalle de R. On fixe (u,,) une suite récurrente d'ordre 1 définie par u,,; = f(4,)  ypuyy
ouf:I—R.

THEOREME 15 ~N

Caractérisation séquentielle de la continuité.
En reprenant les notations précédentes, une fonction g : I — R est continue si et seulement si
pour toute suite réelle convergente (v,) € IN dont on note £ la limite, g(v,) — ,— 1o £(£).

-

COROLLAIRE 16

Si une suite récurrente d’ordre 1 (dont on note f la fonction) converge vers ¢, alors f(¢) = ¢.

/

Ve

EXEMPLE 17
La suite (u,,) définie par u, € [—%, %] etvVn=>=1, u,,, =sin(u,) converge vers 0.

PROPOSITION 18 [GOU20]

p-200
(i) Si f est croissante, alors (u,,) est monotone et son sens de monotonie est donnée par le
signe de u; — u,.

(ii) Sif est décroissante, alors (u,,,) et (u,,,;) sont monotones et leur sens de monotonie

est opposé.

EXEMPLE 19
La suite réelle (u,,) définie par récurrence par :

u,el0,1]etvn=0, u,,, = >

est une suite qui converge vers 1.
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2. Equation caractéristique

DEFINITION 20 ~

-

Une suite (u,,) a valeurs dans C vérifie une récurrence linéaire homogene d’ordre / si

VREN, Upp=ap Upep+ 0+ agly (*)

ouda,...,a; €C.

PROPOSITION 21

Sionnote ry, ..., 1, les racines du polynome caractéristique de (*) (de multiplicités respectives
a, ..., aq), alors 'ensemble des suites vérifiant (*) est 'ensemble des suites (u,,) telles que :

u, =P ()" +--+P,(n)r

ou Vi€ [1,q], P; est un polynéme de degré strictement inférieur a «;.

EXEMPLE 22
Soit (u,) la suite définie par Vrn € N, u,, = au,_, + bu,,_,. Son polynéme caractéristique est
P=X*-aX-b.

1. Si P adeuxracines distinctes r; et 1, alors Vn e N, u,, = A" + ur,' ot A et u sont tels que
Ug=A+petu, =An+urn.

2. Si P auneracine double r, alors Vn e N, u, = (An+ u)r" ou A et u sont tels que u, = u et
u; =A+u)r.

EXEMPLE 23
Soit (F,,) la suite de Fibonacci définie par F, =0, F;, =letVn=2,F, =F,_, + F,_,. Alors,

e ()

V5

2 2

EXEMPLE 24

. s . . 5-1
La suite (u,,) définie par u, =1 et u,,, = u, — u,,, converge si et seulement si u, = \/_T
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3. Développement asymptotique

DEFINITION 25

agreg.skyost.eu

A toute suite numérique (u,,) définie a partir du rang 1 on y associe sa suite (v,,) des moyennes
de Cesaro ou
1 n
VneN* v, == ) u
N k=1

- J
Si (u,,) converge vers ¢ € KK, alors sa suite des moyennes de Cesaro converge vers ¢. On dit
que (u, ) converge au sens de Cesaro.

-

e
Soit f une application continue définie au voisinage de 0" admettant un développement
asymptotique en 0 de la forme f(x) = x —ax® + o(x%), ota > 0 et @ > 1. Alors pour u, > 0
assez petit, la suite (u,,) définie par u,,,, = f(u, ) pour n € N vérifie

1
Uy ~ 1
(na(a—1))ar1
\
EXEMPLE 28
Si f = sin et (u,,) est définie par u, €]0,7[ etVneN, u,,, = f(u,), on al’équivalent en +oo :
3
u, ~ ;
cou
. s 2z T
En reprenant les notations précédentes, on a, pour i, € 0, %],
3 3\/§ln(n) N In(n)
U, =1\/—-— 0
" n 10 ny\/n ny/n

N\ J
EXEMPLE 30 [FGN3]
On définit (u,) paruy € RetVneN, u,,, = u, + e “», onal’équivalent en +oo:

In(n In(n
s 00)
2n n
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I1l — Applications a la résolution approchée d’équations

1. Point fixe et itération

THEOREME 31

Point fixe de Banach.
Soient (E, d) un espace métrique complet et f : E — E une application contractante (ie.
Ak €]0,1[ tel que Vx,y € E, d(f(x), f(y)) < kd(x,y)). Alors,

dlx € E tel que f(x) =x

De plus la suite des itérés définie par x, € E et Vn e N, x,,.; = f(x,,) converge vers x.

THEOREME 32

Point fixe dans un compact.
Soit (E, d) un espace métrique compact et f : E — E telle que

Vx,yeE,x+y = d(f(x),f(y)) <d(x,y)
alors f admet un unique point fixe et pour tout x, € E, la suite des itérés
Xn+1 :f(xn)

converge vers ce point fixe.

Soienta,b € Ret f : [a, b] — R dérivable, strictement croissante et telle que f(a) <0, f(b) >0
et0<m< f'(x)<M sur[a,b].Onpose ¢ : x — x — ﬁf(x). On considere I'équation :

fx)=0 = ¢(x)=x (E)

Alors :

(i) (E) admet une unique solution x et pour tout point initial x, € [a, b], 1a suite des itérés
(x, ) définie par Vn €N, x,,., = ¢(x,,) converge vers x.

(ii) La vitesse de convergence est estimée par la suite géométrique (1 — %) : il faut que les
bornes m et M soient proches.

REMARQUE 34
Cela marche aussi dans le cas ol1 f(a) >0, f(b) <0et —M < f'(x) < —m < 0 (il suffit alors de
changer f en —f).
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DEFINITION 35 ~

Soient I un intervalle fermé de R et ¢ : I — I une application de classe €. Soit a € I un point
fixe de ¢.
e Si|p'(a)| <1, ondit que a est attractif. Si de plus ¢’(a) = 0, a est superattractif.

e Si|¢'(a)| > 1, ondit que a est répulsif.

N

PROPOSITION 36 N

On reprend les notations précédentes et on considere la suite des itérés (x,,) (avec x, € I et
vneN, x,,, =¢(x,)). Alors:

(i) Si a est attractif, (x,,) converge a une vitesse géométrique :
|x, —al<k"|x,—al

(ii) Si a est superattractif et ¢ est €2 telle que |¢"| < M sur I, alors la vitesse de convergence
est hypergéométrique :

2 n
|x, —a|<—1072
M

(iii) Si a est répulsif, il existe i > 0 tel que _n.a+p @dmette une application réciproque
Plla-h,a+h]
¢! définie sur ¢([a — h,a + h]) et le point a est attractif pour ¢ .

EXEMPLE 37
: . 3 . 1 3 I PN
Soit f: x — x” —4x +1.On pose ¢ : x — ;(x” + 1) et on considere

fx)=0 = o(x)=x (E)

Alors (E) possede trois solutions réelles a, < a, < a; telles que :
* a, €]0;0,5[ et a, est attractif.

* a5 €]l,5;2][.
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2. Méthode de Newton

)

Méthode de Newton.
Soit f : [c,d] — R une fonction de classe € strictement croissante sur [c, d]. On considere la
fonction

[c,d] — R
@: 6
X S 1)

(qui est bien définie car f' > 0). Alors :
(i) F'a € [c,d] tel que f(a) =0.
(ii) Ja >0telquel = [a — a,a + a] est stable par ¢.

(iii) Lasuite (x,,) desitérés (définie par récurrence par x,,,.; = ¢(x,,) pour tout n = 0) converge
quadratiquement vers a pour tout x, € I.

COROLLAIRE 39

En reprenant les hypothéses et notations du théoréme précédent, et en supposant de plus f
strictement convexe sur [c, d], le résultat du théoréme est vrai sur I = [a, d]. De plus :

(i) (x,,) eststrictement décroissante (ou constante).

(ii) x,,,—a~ %(xn —a)* pour x, > a.

EXEMPLE 40

* Onfixe y > 0. Enitérantlafonction F : x —  (x + £) pour un nombre de départ compris entre
cetdol0<c<detc? <0< d? onpeut obtenir une approximation du nombre \/)7

x%+1
2x—1

pour un nombre de départ supérieur a 2, on peut obtenir

1+/5
.

¢ Enitérant la fonction F : x —

une approximation du nombre d’or ¢ =
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IZE::éI:[;:)lde de Newton appliquée a la fonction x — x® —4x + 1 dans le but d’'approximer ses
zéros donne :
X, -2 0 2
X, -2,125 0,25 1,875
X, —2,114975450 | 0,254098361 | 1,860978520
X3 —2,114907545 | 0,254101688 | 1,860805877
Xy —2,114907541 | = x5 1,860805853
X5 =X, =X,

3. Généralisation a R™

THEOREME 42

Méthode de Newton-Raphson.

Soit f: Q — R™ (o1 Q < R™ est un ouvert) de classe € telle que f(a) = 0. On suppose que
df, est inversible. Alors il existe un voisinage U de a dans Q tel que ¢ : x — x — (df,) "' (f(x))
soit bien définie sur U et la suite des itérés x,,,; = ¢(x,,) converge quadratiquement vers a.
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EXEMPLE 43
On considere le systeme

On pose X, = (0_

)

Alors la suite des itérés (X,,) = (

X2+ xy—-2y*=4
xe*+ye’ =0

2) etA(x,y)=02x+y)(y+1)eY —(x—4y)(x +1)e* ainsi que:

(x)_(x)_ 1 ((y+1)ey —x+4y)(x2+xy—2y2—4)
0% V7 NERD)

Xn

—(x+1)e* 2x+y xe*+ye’

n

) converge vers I'unique solution de (S) eton a:

(S)

Yn

0,2

1 | —-2,130690999

0,205937784

2 | —2,126935837

0,206277868

3 | —2,126932304

0,206278156
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Annexes

\w

6

FIGURE 1 : La suite de polygones.
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