Legon 250 : Transformation de Fourier. Applications.

1 Transformée de Fourier dans L!(R)

Dans cette parite, considérons f € L!(R,C)

1.1 Deéfinition et résultats élémentaires

Définition 1 (FAR 130). La transformée de Fourier de f est la fonction
notée f ou F(f) définie sur R par f(t) = [~ e " f(z)dz.
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Notation 2 (No ref, ELA F 111). On note F (ou f) 'application F :
tes f(—t)

Exemple 3 (No ref, prémice ex FAR 130). La tranformée de Fourier
de la fonction f(z) = 11—y 1j(z) € L'(R) est f(t) = 2sinc(t).

Proposition 4 (FAR 106). |[Riemann-Lebesgue] Si f est intégrable sur

| — «, B[, alors la fonction F()\) := ff e f(z)dx converge vers 0 lorsque
|A] tend vers infini.

Théoréme et définition 5 (ELA.F 110). f est continue et bornée par
[fll (e (1 flloo < N1F11)-

La transformation de Fourier sur L' est l'application de L!(R) dans
CoR) F:fr f

Proposition 6 (ELA.F 111). F : L}(R) — Cy(R) est une application
linéaire et continue

Proposition 7 (No ref). Soit a € R* et b € R. La transformée de Fourier
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_ith
de g:arax+best g(t) = < f(L).

Exemple 8 (No ref). Soit a > 0 et g = 1|44 = f(£) oit f est la
fonction de exemple 3| On a alors f = 2asinc(ta)

Proposition 9 (FAR 132). [mettre F a la place de chapeau pour bien
voir|

1. Sizf € L'(R), alors F(f) est dérivable et F(f) = F(—ixf).

2. Si feCletsif €Ll alors F(f') = itF(f)

Notation 10 (ELA F 112). On note f la fonction conjugué de f, f, la
fonction z — f(—=x) et 7, f la fonction x — f(x — a) (ot a € R).

Proposition 11. 1. F(f,) = (F(f))s

2. F(f) = F(f),

3. F(f)=F(f)
Corollaire 12 (ELA F 112). Si f est paire (resp. impaire) alors f est
paire (resp. impaire).
Exemple 13 (FAR 130). Soit a >0

~

1. Si f(z) = e ®|z| alors f(t) = 2%

aZ+i2”

2. Si f(z) = e " alors f(t) = \/ge’%.




1.2 Convolution
Définition 14 (BP 297). Supposons f, g positives. La convolée de f et
g, noté f * g est définie par

Vz e RY, (f % g)(z / flz—y)g(y)Na(dy)

Proposition 15 (ELA.F 115). Soit g € L'(R). On a f/*\g =f-q
Proposition 16 (ELA . F 115). [Formule de dualité] Soit g € L', on a

| twitwdi= [ i@t

Corollaire 17 (PEY 27). [attention aux constantes normalisantes| Soit
¢ € L'. On pose ¢ = @. Vo € RVS > 0, [5 f(y)os(y — 2)dy =

Jr €= F(€)p(86)dE.

Théoréme 18 (ELA 127). La tranformation de Fourier de L! dans Cj
est injective.

1.3 Formule d’inversion

Notation 19. On considére approcimation de Poisson ¢,(z) :=

L¢]
71r1+n2 > pour tout n € N, et on pose ¢, (t) = e

+
37 J e €T dn(t)dt

= [7_ e, (t) f(t)dt

Proposition 20. ¢, (z) =

Lemme 21. ¢, * f(x)

Théoréme 22 (ELA F 116, FAR 133). Si f est intégrable, alors pour
presque tout € R, on a f(x) = 5= [*°_ e f(t)dt = = 1)

27 o)

Remarque 23 (No ref ( BON 165), peut -8tre juste garder en téte).
On ne peut pas appliquer Fubini car fR y)dy n’est pas intégrable sur
R

Corollaire 24 (FAR 133). Soient f une fonction intégrable et f sa
transformée de Fourier. Si f = 0, alors f est nulle presque partout.

Pr0p051t10n 25 (ELA F 118). Si f, f,g¢€ L'(R), alors fg € L*(R) et
fg=27*g.

1.4 Théoréme d’inversion ponctuelle

Lemme 26 (DEV 1). On a fo sinc(t)dt = Z.

Lemme 27 (FAR 134, DEV 1). Soit f une fonction intégrable sur [0, T
admettant une limite a droite en 0 notée f(0+). Supposons qu’il existe
K et %o tels que, pour tout 0 < x < wo, |f(z) — f(0+)| < Kz. Alors

lim [ f(x) S g — 7 p(04).
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Théoréme 28 (FAR 134, DEV 1). Supposons que f admette en un
point z une limite & gauche f(z—) et une limite a droite f(z+). Suppo-
sons de plus qu’il existe n > 0 et M > 0 tels que pour 0 < h < 7,
[f(x + h) — f(z+)| < Mh et |f(x — h) — f(z—)] < Mh. Alors

Jim g [ et f(dt = J(f(at) + fla—):

2 Espace de Schwartz

2.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 29 (FAR 135, un peu modif). L’espace de Schwartz S(R) est
Pespace des fonctions f de classe C*°(R, C) telles que pour tout p,k € N,
2P f*)(z) est bornée.

Exemple 30. 7+ e~% appartient a S(R).

Proposition 31 (ELA F 134). [modif, sev Lp| S(R) est un sous-espace
vectoriel de LP.



Proposition 32 (ELA F 134). 1. S(R) est stable par dérivation
2. S(R) est stable par multiplication par un polynéme

3. S(R) est stable par produit

2.2 Transformation de Fouirer et formule d’inver-
sion

Remarque 33. S(R) C L'(R) donc la définition de transformée de
Fourier dans S(R) reste la méme.

Théoréme 34 (ELA F 135). L’espace S(R) est stable par la transfor-
mation de Fourier.

Théoréme 35 (ELA F 135). La transformation de Fourier J est une
application linéaire bijective de S(R) dans lui-méme et F~! = ;L F.

3 Extension a L*(R)

3.1 Théoréme de Plancherel

Proposition et définition 36 (HOU 524). L’espace L?(R,C) est na-
turellement muni d’une structure d’espace hilbertien grace au produit

scalaire < .,. >: (f,g) € L*(R)? — [ f(t)g(t)dt. On notera sa norme
associé ||.||2.

Théoréme 37 (Plancherel). [PEY 29, ELA F 123, FAR 137, mélange,
apprendre formulation!| Si f € LY(R) N L?(R), alors f € L?(R) et on a
17113 = 2x[l£113

3.2 Fonctions de Hermite

Définition 38 (HOU 515-518). Poour tout n € N, on définit sur R
2

la n—iéme fonction de Hermite par h,(x) = H,(z)e” 7 ot H,(r) =

(_1)n€zz d" (e—mz)

dx™

Proposition 39 (HOU 515-518). Pour tout n,m € N, on a :
1. <hp,hpm >=0sim#n
2. <hp,hy >=2"nl\/Tsim=n

Théoréme 40 (HOU 515-518). [DEV 1, 2éme point| La famille (hy,)s,

est une famille orthogonale et la famille ( HZ"H ) est une base hilbertienne

de L*(R,C).

3.3 Transformée de Fourier

Remarque 41. Les fonctions d’'Hermite sont des éléments de S(R) C
LY(R) N L?(R). On peut donc appliquer la formule de tranformée de
Fourier dans L*(R) & h,,, pour tout n € N.

Définition 42 (No ref). Soit f € L?*(R). Sa transformée de Fourier est
définie par

F(H)=><fhn>hy

n=0

Proposition 43 (HOU 520). Pour tout n € N, la focntion de Hermite
hy,, est solution sur R de ’équation de I’équation différentielle

y'(z) —a?y(z) = —(2n + )y()
Proposition 44 (PEY 45). Vn € N, h,, = v21(—i)"h,,

Théoréme 45 (FAR 137). La transformation de Fourier est un isomor-
phisme de L?(R) dans lui méme et 7~ = L F



4 Application aux probabilités

4.1 Fonction caractéristique
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle.

Définition 46 (OUV 191 ). On appelle fonction caractéristique de X
la transformée de Fourier de sa loi Px. Elle est noté ¢x.

Proposition 47 (EXE pl04). Soit deux variables aléatoires réelles X
etY.Ona:

Px =Py < ox =ypy

La fonction caractéristique caractérise donc la loi.

Proposition 48 (OUV p202). Soit X; et X deux variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans R. On a pour tout ¢t € R, ¢x,+x,(t) =

X1 (t)<pX2 (t)

Exemple 49 (No ref). Si on reprend I’exemple[8] on voit que la fonction
caractéristique d’une loi uniforme sur [—a,a] (o @ > 0) est px(t) =
sinc(ta).

Exemple 50 (DEV 2). Soit f(z) = %Tlﬁ On a alors f = () =

e~ Il On en déduit que la foction caractéristique d’une loi de Cauchy de
paramétre a, b est ¢x (t) = e*@e~I*l

4.2 Théoréme central limite

Théoréme 51 (Premier théoréme de Lévy, admis). [GAR p306] (Xn)
converge en loi vers X ssi ¢x, converge vers @x.

Théoréme 52 (GAR 307). [Pas méme énoncé car preuve par <3| Soit
(X,,) indépendantes et identiquements distribuées admettant un moment
d’ordre 2. Alors

V(X Xn _E(x)) £ N(0,V(X)))

5 Reéférences

OUYV : ouvrard probabilités 2
ELA F : El Amrani - Analyse de Fourier dans les esapces fonctionnels
PEY : Peyriére - Convolution, séries et intégrales de Fourier



	Transformée de Fourier dans L1( R)
	Définition et résultats élémentaires
	Convolution
	Formule d'inversion
	Théorème d'inversion ponctuelle

	Espace de Schwartz
	Définitions et propriétés
	Transformation de Fouirer et formule d'inversion

	Extension à L2(R)
	Théorème de Plancherel
	Fonctions de Hermite
	Transformée de Fourier

	Application aux probabilités
	Fonction caractéristique
	Théorème central limite

	Références

