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Applications différentiables définies sur un
ouvert de R”. Exemples et applications.

Sauf mention contraire, nous travaillerons sur I'espace vectoriel normé R” pour n = 1. Soient F
un espace vectoriel normé sur R et U < R"” un ouvert.

| — Généralisation de la notion de dérivée

1. Différentielle

DEFINITION 1 ~

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur R. Soient U < E ouvertet f : U — F une application
de U dans F. f est dite différentiable en un point a de U s'il existe ¢, € £(E, F) telle que

fla+h)=f(a)+¥€,(h)+o(|h|)quand h — 0

Si ¢, existe, alors elle est unique et on la note df;, : c’est la différentielle de f en a.

REMARQUE 2

* En dimension quelconque df, dépend a priori des normes choisies sur E et F. Cependant,
en dimension finie, 'équivalence des normes implique que l'existence et la valeur de df,, ne
dépendent pas des normes choisies.

 La définition demande a ¢, d’étre continue. En dimension finie, le probléme ne se pose donc
pas.

¢ Une fonction réelle est différentiable en a si et seulement si elle est dérivable en a. Dans ce
cas,onadf,:h— f'(a)h.

EXEMPLE 3
Si f est linéaire et continue, alors df,, = f pour touta € E.

PROPOSITION 4 N

Une fonction différentiable en un point et continue en ce point.

PROPOSITION 5

Soit V < F un ouvert. Soit f : U — F différentiable en un point a de U.
(i) VA €eR, Af estdifférentiable en a, et d(Af), = Adf,.
(ii) Sig:U — F est différentiable en a, alors f + g 'est aussi, etd(f + g), = df, +dg,.

(iii) Soitg:V — G.Onsuppose f(U) <V et g différentiable en f(a). Alors g o f est différen-
tiable en a et, d(g o f), = dgf(a) ° dfa-
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2. Dérivée selon un vecteur

DEFINITION 6

Soita e U.

e Soit v € R". Si la fonction de la variable réelle ¢ : t — f(a + tv) est dérivable en 0, on dit que
f estdérivable en a selon le vecteur v. On note alors

fula)=¢'(0)

* Soit (e, ..., e,) la base canonique de R" et soit i € [1, n]. On dit que f admet une i-iéme
dérivée partielle en a si f est dérivable en a selon le vecteur e;. On note alors
of

a—xi(a) = fe,(@)

REMARQUE 7
Soient i € [1,n] et a = (ay,...,a,) € R". La dérivée partielle %(a) est aussi la dérivée de
I'application partielle t — f(a,,...,a;,_;,a; +t,a;,1,...,a,) en t =0.

PROPOSITION 8

Une fonction différentiable en un point est dérivable selon tout vecteur en ce point.

CONTRE-EXEMPLE 9

La fonction
RZ - R
Yoo
= Six#0
(x Y ) - * .
y  sinon

est dérivable selon tout vecteur au point (0,0) mais n’est pas continue en (0, 0).

THEOREME 10 N

Si toutes les dérivées partielles de f existent et si elles sont continues en un point a de U, alors
f est différentiable en a et on a

dfy = ) 5 -(a)e

ol (€)1, €st la base duale de la base canonique (¢;) ey, de R".

CONTRE-EXEMPLE 11

La fonction
R — R
2 . 1 .
: x°sin(=) six#0
f‘ (x’y) — (x) .
0 sinon

est différentiable en 0, mais f’ n’est pas continue en 0.
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COROLLAIRE 12

Soit f : U — R™ différentiable en un point a € R". On note par f; la i-ieme coordonnée de f
Vi € [1, m]. Alors la matrice de 'application linéaire df, dans les bases canoniques de R" et
R™ est

of;
0x;j Jie[1,m]
je[l,n]

Jac(f), = (

DEFINITION 13

Soit f : U — R™ différentiable en un point a € R". La matrice Jac(f), est la jacobienne de f

- J

en a. Son déterminant est le jacobien de f en a.

. J

EXEMPLE 14
Soit f': (r,0) — (r cos(0), rsin(0)), alors det(Jac(f) . 9) = .

THEOREME 15 N

Inégalité des accroissements finis.
Soit f : U — F continue sur un segment [a, b] < U et différentiable sur |a, b[. On suppose
qu'il existe M > 0 tel que ||df, |l < M pour tout ¢ €]a, b[. Alors,

IF(B) = fla)l <M ||b—al (*)

COROLLAIRE 16

En reprenant les notations du théoréme précédent :

(i) Si U est convexe, si f est différentiable sur U et si [|df, || < M pour tout ¢ € U, alors
I'inégalité (*) précédente est vraie pour tout a,b € U.

(ii) SiU estun ouvert connexe et df, = 0 pour tout ¢ € U, alors f est constante.
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3. Différentielle itérée

DEFINITION 17 N

Soit f : U — F. Sous réserve d’existence, on peut définir par récurrence sur p une dérivée
partielle d’'ordre p par la relation

oP 0 or!
T (e
X;, - 0%y Ox;  ...0x;

0x;, ipr

f est alors dite de classe 67 si toutes ses dérivées partielles jusqu’a I'ordre p existent et sont
continues sur U.

Théoréme de Schwarz.
On se place dans la cas n = 2. Soit f : U — R qui admet des dérivées partielles sur U, continues

enacU.Alors: ) )
0 0

)= 2]

0x0y 0yox

(a)

COROLLAIRE 20

Soit f : U — R™ de classe €7 . Alors les dérivées partielles jusqu’a 'ordre p ne dépendant pas
de l'ordre de dérivation.

NOTATION 21

Soient f : U — R™ de classe €* sur U et n € [1, k]. Par analogie avec

n! i -
Y(ay,...,a,) €R™, (@, ++a,)" = Y 'alll...a;ﬁ“
i1+...+im=n ll.... lm.
on note o
m.o 9 " n! ; ; "
(Z hia—f(a)) = X —.,hfl rlr'lnﬁf(a)
i=1 X itetigp=n e Iy 0xy' ...0xm
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X — )
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THEOREME 22

Formule de Taylor-Lagrange.
Soient f : U — Rdeclasse 6” surU,x € R", h = (hy,...,h,) € R" telsque [x,x + h] € U. Alors,
360 €]0, 1] tel que

-1 )] (»)
flx+h)= Z ,I(Zh,gf(x)) +%(Z gf( +9h))p

j= =0 !

EXEMPLE 23
Pour f : R? — R de classe €2, pour (h, k) € R?, il existe 6 €]0, 1 tel que
0 0
£, k) = £(0,0)+ h f(o 0)+ k f(o 0)
62
hzasz(eh 0k)+ hk——2- f 5oy O 0k) + k2 sz(eh 0k)
+o([I(h, k)[1?)

THEOREME 24

Formule de Taylor avec reste intégral.
Soient f : U — RP de classe €*surU, x e R", h = (hy,...,h,) e R" tels que [x,x + h] € U.
Alors,

6) k=1 [ n (k)
f(x+h)= ’6211( ) + 1%(;%;{.(“%) dt

J ol

N

THEOREME 25

Formule de Taylor-Young.
Soient f : U — R” de classe ¢ surU, x e R*, h = (hy,...,h,) € R" tels que [x,x + h] € U.

Alors,
k

f+hm) =% & (Zh of

j=0

) +o(lIh]*)

APPLICATION 26

Lemme d’Hadamard.
Soit f : R" — R de classe €. On suppose f différentiable en 0 avec df, = 0 et f(0) = 0. Alors,

n
fOo, e x,) = ) xixhy (%, .00, X,,)

ij=1

ouVi,je[l,n], h;j:R" —Rest €.
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Il — Théoremes fondamentaux

1. Inversion locale

DEFINITION 27

Soit f : U — F. On dit que f est un difféomorphisme de classe €% de U sur V = f(U)si f et
f~! sont bijectives et de classe €* respectivement sur U et V.

.

EXEMPLE 28

x — x> est un homéomorphisme de R sur R, de classe €, mais n'est pas un difféomorphisme.

Inversion locale.
Soit f : U — F de classe €. On suppose qu'il existe a € U tel que df, est inversible.

Alors, il existe V voisinage de a et W voisinage de f(a) tels que f};; soit un difféomorphisme
de classe €' de V sur W.

N

THEOREME 29 N

REMARQUE 30
Si F =R", df, estinversible si et seulement si le jacobien de f en a, detJac(f),, est non nul.

COROLLAIRE 31

Soit f: U — RY de classe €'. On suppose que pour tout a € U, df, est inversible. Alors f est
une application ouverte.

N

EXEMPLE 32
Lapplication de R* dans R* définie par (x,y) — (x* — y?, xy) est un difféomorphisme local de
classe €* en tout point de R* ~ {(0,0)}.

Soit ¢ : U — R" un €' -difféomorphisme. On pose V = ¢ (U). Alors V est un ouvert de R”. De
plus, pour toute fonction mesurable f : V — R, on a

feL' (V) = (y— f(e(y))|detJacp(y)]) € L' (U).

Dans ce cas,

[ r@de= [ ewnidetaco )l dy.
|4 U

EXEMPLE 34
En passant en coordonnées polaires,

f e dx = VT
R
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Soient A € ./, (R) et k un entier. Alors, si A est suffisamment proche de I'identité I,,, A est une
racine k-iéme (ie. 3B € 4, (R) telle que B = A).

(i) Soit A€ .#,(C).Alors exp(A) € GL,(C).
(ii) exp est différentiable en 0 et dexp, =id 4 (c)-

(iii) Soit M € GL,,(C). Alors M~ e C[M].

Ve

THEOREME 37 N

exp : 4 ,(C) — GL, (C) est surjective.

APPLICATION 38 2\

exp(.4,(R)) = GL, (R)?, ot GL,,(R)?* désigne les carrés de GL,,(R).

2. Fonctions implicites

N

DEFINITION 39 2\

Soient E,,...,E,,F des espaces de Banach, Q € E un ouvert ou E = E, x--- xE, eta =
(ay,...,a,) € E.Soit f : Q — F. Alors, pour tout i € [1,n], f; : x — f(ay,...,a;_1,%,0;41, .-, ay)
est définie sur un voisinage de a; dans E;. Si elle est différentiable en a;, on dit que f admet
une différentielle partielle d’indice i en a, et on note celle-ci 9; f,,.

REMARQUE 40
En reprenant les notations précédentes :

e Sipourtoutie [1,n], E; =RetF =E =R", alors 0, f, = h%(a).

* Si f est différentiable en a, alors pour tout i € [1, n], 0, f, existe et

Vh =y hy) € B, df, (h) = 3" 0,1, (hy)
i=1
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THEOREME 41 N

des fonctions implicites.

Soient U x V < R" x R™ o1 U et V sont des ouvertes. Soit f : U x V — F de classe €'. On
suppose qu'il existe (a, b) € U x V tel que f(a, b) = 0 et 0, f,, ) : R™ — F est un isomorphisme.
Alors, il existe :

* Un voisinage ouvert U, de a dans U.

* Un voisinage ouvert W de f(a, b).

* Un voisinage ouvert Q de (a,b) dans U x V.
e Une fonction ¢ : Uy x W — V de classe €.

Vérifiant :
VxeU, Vze W,3lyeVtelque f(x,y) =z avec (x,y) e Qety = ¢(x,z)

En particulier,
V(x,z)eUyx W, f(x,9(x,2)) =z

REMARQUE 42
Avec les notations précédentes, si E = F = R, on peut choisir n'importe quelle variable pour
obtenir

f f

0 0
y=@(x)si E(a, b)+0oux=¢(y)si a(a, b)+0

REMARQUE 43
La signification de ce théoréme est que la surface définie implicitement par I'équation f(x,y) =
0 peut, au moins localement, étre vue comme le graphe d’'une fonction ¢.

PROPOSITION 44

Avec les notations précédentes, la différentielle de la fonction implicite ¢ est donnée par :

d(px = _(GZﬁx,(p(x)))_l ° (alﬁx,(p(x)))

EXEMPLE 45
Pour I'équation x* +y?*—~1=0,0n a 0, f(x,y) = 2y- On exclue les points ou y = 0. En prenant
(0,1) et (0,—1) pour points de départ, on a deux fonctions implicites qui correspondent aux
demi-cercles supérieur et inférieur :

*y=¢i(x)=V1-x
*y=p(x)=-vV1-x2

De plus, en dérivant par rapporta x : 2x +2yy’ =0et, y' = ¢j(x) = _7"

agreg.skyost.eu

[BMP]

[ROU]


https://agreg.skyost.eu

[ 9 | Applications différentiables définies sur un ouvert de R". Exem- ...

11l — Application aux fonctions a valeurs dans R

1. Gradient, hessienne

Soit f : U — R une application différentiable en un point a de U.

DEFINITION 46 ~

df, est une forme linéaire, et le théoreme de représentation de Riesz donne l'existence d'un
unique vecteur v de R" tel que

VheR", df,(h) = (v, h)

Le vecteur v s'appelle gradient de f, et est noté Vf,.

N\ /
PROPOSITION 47
of . el
3y, existe pour tout i € [1, n] et,
n éif
Vi, = a)e;
fu= Y 5@

ou (e, ..., e,) estla base canonique de R".

- J

On suppose pour la suite f de classe €°.

DEFINITION 48 ~N

La matrice hessienne de f en a, notée Hess(f),, est définie par

o*f
0x,;0x;

i (121
JJije[1,n]

REMARQUE 49

Pour f de classe €2, Hess(f), est symétrique.

THEOREME 50 ~

On suppose df, = 0 (a est un point critique de f). Alors :

(i) Sif admetun minimum (resp. maximum) relatif en a, Hess(f), est positive (resp. néga-
tive).

(ii) Si Hess(f), définit une forme quadratique définie positive (resp. définie négative), f

admet un minimum (resp. maximum) relatif en a.
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EXEMPLE 51

On suppose df, = 0. On pose (r,s,t) = ( & f) .Alors:

axiﬁxj i+j=2
(i) Sirt—s*>0etr >0 (resp. r <0), f admet une minimum (resp. maximum) relatif en a.
(ii) Sirt—s?<0, f n'apas d'extremum en a.

(iii) Sirt-s? =0, on ne peut rien conclure.

EXEMPLE 52
La fonction (x, y) — x* + y? — 2(x — y)? a trois points critiques qui sont des minimum locaux :

(0,0), (v/2,-v/2) et (-/2,V/2).

CONTRE-EXEMPLE 53

x — x> a sa hessienne positive en 0, mais n’a pas d’extremum en 0.

2. Homéomorphismes

@ LEVIVE 54 (rou]
209

Soit A, € ¥, (R) inversible. Alors il existe un voisinage V de A, dans .#, (R) et une application
Y : V — GL,(R) de classe €' telle que

VAeV,A="y(A)Ayw(A)

- J

@ LEVIME 55 \

Lemme de Morse.

Soit f : U — R une fonction de classe €° (o1 U désigne un ouvert de R” contenant l'origine).
On suppose :

e dfy =0.

* La matrice symétrique H( f), est inversible.

e Lasignature de H(f), est (p,n — p).

Alors il existe un difféomorphisme ¢ = (¢, ...,¢,) de classe €' entre deux voisinages de
l'origine de R" V < U et W tel que ¢(0) =0 et

p n
VxeU, [0 -0 = X o)~ Y ¢f)

k=p+1
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EXEMPLE 56

4
On considere f : (x,y) — x* — y* + %-. La courbe d’équation

f(xry):()

est (au changement prés du nom des coordonnées) une projection de l'intersection d'un
cylindre et d'une sphére tangents. On a

f:uZ_UZ

avecu:(x,y)—xetv:(x,y)—y 1—%2.

3. Optimisation

THEOREME 57

N

Extrema liés.
Soit U un ouvert de R” et soient f,g;,...,&, : U — R des fonctions de classe €'. On note
I={xeU|g(x)="-=g(x)=0}Sifir admet un extremum relatifen a € I’ et si les formes
linéaires d(g,),,...,d(g,), sontlinéairement indépendantes, alors il existe un unique r-uplet
(Ay,...,A,) tel que

dfy =Md(g1)q + - +1,d(8)a

DEFINITION 58

Les A;,...,A, du théoréme précédent sont appelés appelés multiplicateurs de Lagrange.

REMARQUE 59
La relation finale du Théoreme[57|équivaut a

ﬁKer(d(gi)a) < Ker(df,)

et elle exprime que df;, est nulle sur I'espace tangent a I en a (ie. Vf, est orthogonal a I'espace
tangental en a).

CONTRE-EXEMPLE 60
On pose g : (x,y) — x° — y® et on considere f : (x,y) — x + y*. On cherche 2 minimiser f sous
la contrainte g(x,y) =0.

Alors, le minimum (global) de f sous cette contrainte est atteint en (0,0), la différentielle de g
en (0,0) est nulle et la relation finale du Théoreme 57|n’est pas vraie.
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APPLICATION 61

Théoreme spectral.

Tout endomorphisme symétrique d'un espace euclidien se diagonalise dans une base ortho-
normée.

APPLICATION 62 2\

— 2 _ : 2
S0,(®) = {M €., ®) 1 IMI* = inf |PI*}

-~
N

ou .| : M — /trace(* M M) (ie. SO,,(R) est'ensemble des matrices de SL,,(R) qui minimisent
la norme euclidienne canonique de .4,,(R)).

APPLICATION 63 N [couzo]
k339

Inégalité arithmético-géométrique.

Vs
N

=

1
n 1 n
[Tx: s;Zx,—

V(xqy,...,x,) € (RT)", (

i=1 i=1
- J
APPLICATION 64 N Roul

Inégalité d’Hadamard.

YV(xy,...,x,) € (R™)", |det(xy,...,x,)| < x|l - N1 x, |l

avec égalité si et seulement si l'un des x; est nul ou si (x4, ..., x,,) est une famille orthogonale
de R".
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Annexes

[BMP]

fiv'

FiGure 1 : Inversion locale.

/

x=1,(y)

x=v(x) =1 (¥)
y=¢i(x)

Y =¢o(x)

FIGURE 2 : Fonctions implicites.
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