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Exemples d’utilisation de la notion de dimen-

sion finie en analyse.

| — Espaces vectoriels normés

1. Complétude

Soit (E, d) un espace métrique.

DEFINITION 1

On dit que E est complet si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E.

EXEMPLE 2
e (R,].|) est complet.

e (R?,]|.|) est complet pour tout p € N*.

On suppose que E est un espace métrique complet. Soit A < E. Alors (A, d) est complet si et
seulement si A est une partie fermée de E.

PROPOSITION 3 2\

PROPOSITION 4

On suppose que E est un espace vectoriel sur R de dimension finie 7 = 1 muni de la norme
infinie |.|| . Alors E est un espace vectoriel normé complet.

CONTRE-EXEMPLE 5
Lespace des fonctions polynomiales définies sur [—1,1] et muni de la norme ||.| ., n’est pas
complet.

APPLICATION 6

Théoréme du point fixe de Banach.
Soient (E, d) un espace métrique complet et f : E — E une application contractante (ie.
dk €]0,1[ tel que Vx,y € E, d(f(x), f(y)) < kd(x,y)). Alors,

dlx € E tel que f(x) =x

De plus la suite des itérés définie par x, € E et Vn e N, x,,,, = f(x,) converge vers x.

Théoréme de prolongement des applications uniformément continues.

Soient (E, dg) et (F, dr) des espaces métriques. On suppose F complet. Soient A < E dense
et f : A — F une application uniformément continue. Alors, il existe une unique application
f : E — F uniformément continue et telle que ﬁA =f.
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2. Compacité

Soit (E, d) un espace métrique.

DEFINITION 8

Un espace métrique est compact s’il vérifie la propriété de Bolzano-Weierstrass :

De toute suite de l'espace on peut extraire une sous-suite convergente dans cet espace.

-

EXEMPLE 9
Tout segment [a, b] de R est compact, mais R n’est pas compact.

PROPOSITION 10 N

(i) Un espace métrique compact est complet.

(ii) Un espace métrique compact est borné.

N\ J
PROPOSITION 11 ~
SoitACE.

(i) Si A est compacte, alors A est une partie fermée bornée de E.

(ii) SiE est compact et A est fermée, alors A est compacte.

PROPOSITION 12

Un produit d’espaces métriques compacts est compact pour la distance produit.

PROPOSITION 13

On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie 7 = 1 muni de la norme infinie

|.llo- Les compacts de cet espace vectoriel normé sont les parties fermées et bornées.

APPLICATION 14

Un intervalle de R est compact si et seulement si c’est un segment.

-~
-

agreg.skyost.eu

[DAN]


https://agreg.skyost.eu

DEV

Exemples d'utilisation de la notion de dimension finie en analyse.

3. Equivalence des normes

Soit E un espace vectoriel.

DEFINITION 15

On dit que deux normes |.||; et ||.||, sur E sont équivalentes si

da,f>0telsque Vx e E, a|x|, < x|, <Blxl,

REMARQUE 16
Deux normes équivalentes sur E définissent la méme topologie sur E.

THEOREME 17

En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

N

Le corollaire suivant justifie I'étude de la compacité dans la Section[2|

COROLLAIRE 18

Les parties compactes d'un espace vectoriel normé de dimension finie sont les parties fermées
bornées.

Et le corollaire suivant justifie I'étude de la complétude dans la Section|1]

COROLLAIRE 19

(i) Tout espace vectoriel de dimension finie est complet.

(ii) Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace vectoriel normé est fermé dans
cet espace.

(iii) Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors toute application linéaire
T : E — F (ou F désigne un espace vectoriel normé arbitraire) est continue.

-

APPLICATION 20 N

Théoreme de d’Alembert-Gauss.
Tout polyndme non constant de C admet une racine dans C.

- J
APPLICATION 21
Lexponentielle d'une matrice est un polynéme en la matrice.
S J

THEOREME 22

Théoreme de Riesz.
La boule unité fermée d'un espace vectoriel normé est compacte si et seulement s’il est de
dimension finie.

-
&
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4. Applications linéaires

Soient (E, ||.| g) et (F, ||.|| ) deux espaces vectoriels normés sur K = R ou C. (Gouz0]

NOTATION 23

On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F et Z(E, F) 'ensemble des
applications linéaires continues de E dans F. Si E = F, onnote L(E,F) = L(E) et Z(E,F) =
Z(E).

Soit f € L(E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) fe Z(E,F).

(ii) f est continue en 0.

(iii) f estbornée sur B(0,1) S E.

(iv) f estbornéesurS(0,1)<E.

(v) Nlexiste M =0telque ||[f(x)|p =M x|g-

(vi) f estlipschitzienne.

(vii) f estuniformément continue sur E.

- J

PROPOSITION 25 2\

Toute application linéaire d'un espace vectoriel normé de dimension finie dans un espace

vectoriel normé quelconque est continue.

N

CONTRE-EXEMPLE 26

La dérivation sur K[X], P — P’ n'est pas continue.

Il — Espaces de Hilbert

1. Espaces de Hilbert et dimension finie

Soit K =R ouC.

DEFINITION 27

Un espace vectoriel H sur le corps K est un espace de Hilbert s’il est muni d’'un produit
scalaire (.,.) et est complet pour la norme associée |.|| = v/(.,.).

[L1]

N

EXEMPLE 28
Tout espace préhilbertien (ie. muni d'un produit scalaire) de dimension finie est un espace de
Hilbert.
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THEOREME 29 ~

Projection sur un convexe fermé.
Soit C € H un convexe fermé non-vide. Alors :

VxeH,lyeC telqued(x,C) = iné’ |x —z|| =d(x,y)
zE

On peut donc noter y = P;(x), le projeté orthogonal de x sur C. Il sagit de I'unique point de
C vérifiant
VzeC,{(x—Ps(x),z—P-(x))<0

N

THEOREME 30 ~

Si F est un sous-espace vectoriel fermé dans H (par exemple, si F est de dimension finie),
alors P est une application linéaire continue. De plus, pour tout x € H, Pr(x) est 'unique
pointy € Ftelque x —y € F*.

THEOREME 31 N

Si F est un sous-espace vectoriel fermé dans H (par exemple, si F est de dimension finie),

alors
H=FeoF*

et P est la projection sur F parallélement a F : c’est la projection orthogonale sur F.

REMARQUE 32 (BMP]
En reprenant les notations précédentes, en supposant F de dimension finie et en notant
(ey,...,e,) une base orthonormée de F, alors

n

VxeH, pp(x)=) (x,¢)e;

i=1
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2. Séries de Fourier

NOTATION 33 z-q]
e Pour tout p € [1, +oo], on note L,z,” I'espace des fonctions f : R — C, 2n-périodiques et mesu-
rables, telles que ||, < +oo.

* Pour tout 7 € Z, on note e,, la fonction 27-périodique définie pour tout ¢ € R par e, () = e,

REMARQUE 34

lsp<qs+oo = L cLiet|.l,<I.I,

PROPOSITION 35 2\

L3™ est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

1 2n R
(i (fog) =5 [ P de

La famille (e, ),; est une base hilbertienne (totale et orthonormée) de L3”.

COROLLAIRE 37 [Gou21]

Soit n = 1. On note
<@n = VeCt(ek)ke[[—n,n]]

le sous-espace vectoriel des polyndmes trigonométriques de degré n. Alors :
(i) LZ" =22, @ 2P} .
(if) Py, (f)=S,(f)ous,(f) estlasomme partielle d'ordre n de la série de Fourier de f.

(i) infyem, If — 817 = If = Sa(NI = & [271F (0P de = Zp_, e ()P ot e (f) est le k-
ieme coefficient de Fourier.

- J

APPLICATION 38 2\

Inégalité de Beissel.

+00

> lalfP=5 I ar

k=-o00

REMARQUE 39
Cette inégalité est en fait une égalité : c’est ’égalité de Parseval.

EXEMPLE 40
On considere f : x — 1 — ;—z sur [—m,7]. Alors,
8 t* 16 16 to 1 gt
2
= — 4 = — > _—=—
171 9 )3 mint 15 ; 47 90

n=1
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11l — Calcul différentiel

1. Différentielle et dérivées partielles

Soient (E, ||.||g) et (F, ||| p) deux espaces vectoriels normés sur R. Soient U < E ouvertetf : U — F
une application de U dans F.

DEFINITION 41

f est dite différentiable en un point a de U s'il existe ¢, € Z(E, F) telle que

fla+h)=f(a)+£,(h)+o(|h|g) quand h — 0O

Si ¢, existe, alors elle est unique et on la note df;, : c’'est la différentielle de f en a.

REMARQUE 42
e En dimension quelconque df, dépend a priori des normes |.||; et |.||z. Cependant, en
dimension finie, I’équivalence des normes implique que l'existence et la valeur de df, ne
dépendent pas des normes choisies.

 La définition demande a ¢, d’étre continue. En dimension finie, le probléme ne se pose donc
pas.

EXEMPLE 43
Si f est linéaire et continue, alors df,, = f pour touta € E.

On se place maintenant dans le cas ot E = R".

DEFINITION 44 N

Soita e U.

* Soit v € E. Sila fonction de la variable réelle ¢ : t — f(a + tv) est dérivable en 0, on dit que
f est dérivable en a selon le vecteur v. On note alors

fi(a) =¢'(0)

* Soit (ey, ..., e,) la base canonique de R" et soit i € [1, n]. On dit que f admet une i-iéme
dérivée partielle en a si f est dérivable en a selon le vecteur e;. On note alors

of

ox;

(a) = fe,(a)

PROPOSITION 45

Une fonction différentiable en un point est dérivable selon tout vecteur en ce point.
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CONTRE-EXEMPLE 46
La fonction

RZ - R
Yoo
— Six#0
(xvy) — o
y  sinon

est dérivable selon tout vecteur au point (0,0) mais n'est pas continue en (0,0).

THEOREME 47

Si toutes les dérivées partielles de f existent et si elles sont continues en un point a de U, alors
f estdifférentiable en a et on a

L)
A=Y S (@i

ol (e; )jeq,ny €St la base duale de la base canonique (e;);c1 7 de R”.

Soita € U. Si F =R™, la matrice de df,, dans les bases canoniques de R” et R est
of:
L),
Xj i€[1,m]
jelun]

(oul'onanoté f =(f;,...,[,))): Cest la matrice jacobienne de f en a.

=

2. Equations différentielles linéaires

DEFINITION 49

Soient n € N*, E un espace de Banach et Q € R x E” un ouvert. Soit F : Q — E une fonction.

e On appelle équation différentielle une équation de la forme

y"=E(t,y,y, ...y ) (%)

(ie. une équation portant sur les dérivées d'une fonction.)

» Toute application ¢ : I — E (ou1 I est un intervalle de R) n fois dérivable vérifiant :
(i) Veel, (t,o(t),...,o" V(1) eQ;

(ii) Veel, F(t,@(1),...,0" V(1) = " (1);

est une solution de (*). On note ., 'ensemble des solutions de (*).

e Une solution ¢ : I — E de (*) est dite maximale s’il n’existe pas d’autre solutiony : ] — E
(o1 ] est un intervalle de R) de (x) telleque I =], # ] ety =@ sur .
e On appelle probleme de Cauchy de (*) en (¢, Xy, ...,X,_;) la recherche d'une solution
@ : I — E de () vérifiant

9(t9) = X, " V(1) = X,

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

DEV

[ 9 | Exemples d'utilisation de la notion de dimension finie en analyse.

DEFINITION 50 ~N

Toute équation différentielle sur K" d’ordre p = 1 du type
YP =, ,()YP™D 4+ A ()Y +B(1) (L)

(o1 Ap_qy--, Ay sont des fonctions continues d'un intervalle I de R non réduit a un point dans
A, (K) et B: 1 — K" est une fonction continue) est appelée équation différentielle linéaire
d’ordre p.

Si de plus B = 0, alors (L) est qualifiée d’ homogéne.

THEOREME 51

Cauchy-Lipschitz linéaire.
SoientA:I — 4, (K)etB:1 — K" deux fonctions continues. Alors, pour tout ¢, € I et y,, € K",
le probléme de Cauchy

{Y’ = A(t)Y +B(t)
Y (%) =¥

admet une unique solution définie sur I tout entier.

-

EXEMPLE 52
Considérons I’équation y’ — y = 0. Comme la fonction nulle est solution maximale, il s’agit de

I'unique solution qui s’annule sur R.
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