Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et ..

L1 Formes linéaires et dualité en dimension finie.
Exemples et applications.

Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif K de dimension finie 7.

| — Dual d’un espace vectoriel

1. Formes linéaires, espace dual

DEFINITION 1 [ROM21]

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K. Lespace £ (E,K) formé
par 'ensemble des formes linéaires sur E est appelé dual de E et est noté E*.

.

EXEMPLE 2
* Soit 8 = (e, ..., e,) une base de E. Alors pour tout j € [1, n], la projection

n
pii) Xie — X;
i=1
est une forme linéaire.

¢ Toute combinaison linéaire de formes linéaires est une forme linéaire.

REMARQUE 3
Une forme linéaire non nulle sur E est surjective.

DEFINITION 4 ~

On appelle hyperplan de E, le noyau d'une forme linéaire non nulle sur E.

-
.

PROPOSITION 5 2\

(i) Un hyperplan de E est un sous-espace de E supplémentaire d'une droite.

(ii) Deux formes linéaires non nulles définissent le méme hyperplan si et seulement si elles
sont liées.
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2. Bases duales

DEFINITION 6

En reprenant les notations de la Exemple |2} les projections p; sont les formes linéaires coor-
données. On note Vi € [1,n], p; = ¢;'. La famille 8" = (¢, ..., e,) est appelée base duale de
AB.

REMARQUE 7
Soit # = (e, ..., e,) une base de E. Pour tout i,j € [1,n],on a
1 sii=j

* —_— —_—
‘i (ej) - 6i’j - 0 sinon

THEOREME 8

Soit 8 = (ey, ..., e,) une base de E. Alors, la base duale 8" est une base de E*.

(i) E* estun espace vectoriel de dimension 7.

(ii) Pourtout@p e E*,ona@p=Y"_,¢(e;)e/.

COROLLAIRE 10

Tout hyperplan de E est de dimension n — 1.

-

EXEMPLE 11
Soit U < R" un ouvert. Soit f : U — R différentiable en a € U. Alors,
n éif
df, =) ——(a)e
fu= X 5@

ol (€)1, €st la base duale de la base canonique (¢;) ey, de R".
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3. Bidual

DEFINITION 12

-

On appelle bidual de E le dual E*. On le note E**.

[Gou21]
J

THEOREME 14

EXEMPLE 13
Pour x € E, I'application ev, : ¢ — ¢(x) est un élément de E**.

x — ev, est un isomorphisme entre les espaces E et E**.

Ve

COROLLAIRE 16

Soit (f;,..., f,) une base de E*. 1l existe une unique base (e, ..., e, ) de E telle que, pour tout

REMARQUE 15
Cet isomorphisme est canonique : il ne dépend pas du choix d'une base de E.

ie[l,n], e =f.

N

DEFINITION 17

En reprenant les notations précédentes, (e, ..., e,) est appelée base antéduale de (f;, ...

Jn)-

EXEMPLE 18
On suppose n = 3. Soient (e, e,, e;) une base de E et

* * * * * * * * * *

Alors, (fi*, f>', f5) est une base de E*, dont une base antéduale est (f;, f5, ;) ou

1 1 1
fi=136e =26 +30), o= (-3~ +5e), f= 15 (=2e1 +5¢, — &)
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Il — Orthogonalité au sens de la dualité

1. Orthogonal d’une partie, d’une famille

DEFINITION 19 [ROM21]

On dit qu'une forme linéaire ¢ € E* et un vecteur x € E sont orthogonaux si ¢(x) = 0.

DEFINITION 20 N

* Lorthogonal dans E* d'une partie non vide X de E est I'ensemble

Xt={peE*|VxeX,p(x)=0}

* Lorthogonal dans E d’'une partie non vide Y de E* est 'ensemble

Yo={xeE|VpeY,p(x)=0}

THEOREME 21 N

Soient A, B des parties non vides de E et U, V des parties non vides de E*.

(i) SiA<B,alorsB* c A+,

(ii) SiU c V,alorsV° cU".

(iii) A< (A1),

(iv) U < (U°)*.

(v) At =Vect(A)*.

(vi) U° =Vect(U)".

(vii) {0}t =E* Et={0},{0}° =Eet, (E*)° = {0}.
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COROLLAIRE 22

(i) Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a
dim(F) +dim(F*) =n
(ii) Pour tout sous-espace vectoriel G de E*, on a
dim(G) +dim(F°)=n
(iii) Pour tout sous-espace vectoriel F de E, et pour tout sous-espace vectoriel G de E*, on a
F=(F') etG=(G)".
(iv) Pour toute partie X de E, ona (X1)° = Vect(X).

(v) Pour tout sous-espaces vectoriels F; et F, de E,on a:
+ = N e N =F+
F,+F)* =F}' nFet(F,nE)" =F+F
(vi) Pour tout sous-espaces vectoriels G, et G, de E*,on a:

(Gl +G2)° = Gi, N Gg et (Gl N Gz)o = G; +G2°

.

COROLLAIRE 23

Si (¢;)ieq,p) €St une famille de formes linéaires sur E de rang r, le sous-espace vectoriel
F =N"_, Ker(¢p;) de E est alors de dimension n — r. Réciproquement, si F est un sous-espace
vectoriel de E de dimension m, il existe alors une famille de formes linéaires (¢;) ey ) de rang
r =n—mtelle que F = N}_, Ker(¢;).

N

2. Application transposée

DEFINITION 24 ~N

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. Soit u € Z(E, F). La transposée de u € Z(E,F)
est 'application

., F* — E*
u:
QY — @PoUu

PROPOSITION 25 N

u — "u estlinéaire, injective de £ (E,F) dans £ (F*,E*).
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THEOREME 26

Soient E, F et G trois espaces vectoriels sur K. Soient u € Z(E,F)etu e £(F,G).Ona:
(i) ‘vou="uo'v.
(ii) Pour F = E, "id; = idg-.

(iii) Si u est un isomorphisme de E sur F, alors ‘u est un isomorphisme de F* sur E* et
(fu) =" ().

(iv) Ker(‘u) = (Im(u))*.

(v) u est surjective si et seulement si ’ u est injective.

(vi) Im(*u) = (Ker(u))*.

(vii) u estinjective si et seulement si ‘ u est surjective.

(viii) SiE et F sont de dimension finie, alors u et ‘u ont méme rang.

(ix) SiA € .#,(K) estla matrice de u dans des bases % et %', alors * A est la matrice de ‘u
dans les bases %' et A*.

COROLLAIRE 27

Soient 28 et 8’ deux bases de E et P la matrice de passage de £ a 98'. Alors, la matrice de
passage de B* a B'* est
tP—l

PROPOSITION 28

Soit u € Z(E). Alors un sous-espace vectoriel de E est stable par u si et seulement si son
orthogonal est stable par ’ u.

N

APPLICATION 29

Trigonalisation simultanée.
Soit (u;);¢; une famille d'endomorphismes de E diagonalisables qui commutent deux-a-deux.
Alors, il existe une base commune de trigonalisation.
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3. Lien avec l'orthogonalité au sens euclidien

de représentation de Riesz.
Soit (.,.) un produit scalaire sur E.

VoeE*,JacEtelqueVx € E, p(x)=(x,a)

J

Ainsi, si E est muni d’'un produit scalaire (.,.), on retrouve la notion classique d’orthogonalité

euclidienne avec ¢ : x — (x, a).
EXEMPLE 31
Lapplication
My(K) — M, (K)*
A — (X — trace(AX))

est un isomorphisme.

11l — Applications

1. Formule de Taylor

On suppose K de caractéristique nulle.

APPLICATION 32

Formule de Taylor.
Pour tout j € [0, n], on définit :

K,[X] — K
e; . p(f) 0
i P j!( )

Alors, (€;)ieqo,n €St une base de K, [X]", dont la base antéduale est (X i)ie[[o,n]]'

COROLLAIRE 33

On suppose P # 0. Alors a € K est racine d’ordre & de P si et seulement si

Vie[1,h-1],PP(a)=0 et PM(a)+0

EXEMPLE 34

Le polynéme P, =Y 1", %X ' n’a que des racines simples dans C.

REMARQUE 35
C’est encore vrai en caractéristique non nulle pour & = 1.
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2. Invariants de similitude

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et u € Z(E).

)

On dit que u est cyclique s'il existe x € E tel que {P(u)(x) | P e K[X]} =E.

u est cyclique si et seulement si deg(,,) = n.

Soit P = XP + aj!,_lX""1 + -+ + ay € K[X]. On appelle matrice compagnon de P la matrice

u est cyclique si et seulement s'il existe une base 28 de E telle que Mat(u, 8) = €(x,).

THEOREME 40

Il existe Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E tous stables par u tels que :

e E=F & &F,.
* u; = uyp, estcyclique pour tout i.
* SiP;=m,,onaPk;,, |P;pourtouti.

La famille de polyndémes P,, ..., P, ne dépend que de u et non du choix de la décomposition.
On l'appelle suite des invariants de similitude de u.

N

Réduction de Frobenius.
SiP,...,P. désigne la suite des invariants de u, alors il existe une base 28 de E telle que :

€(P)
Mat(u, 8) =
€(P,)

Onadiailleurs P, =7, et P, ... P. = x,,.

PROPOSITION 37 N

-
N

0 cee cee 0 _ao
1 0 . E _al
¢P)=lo 1 - :
. ‘. 0 _ap_z
0 0 1 -a,,
\

-
&

THEOREME 41 ~

N
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Deux endomorphismes de E sont semblables si et seulement s’ils ont la méme suite d’inva-
riants de similitude.

APPLICATION 43

Pour n = 2 ou 3, deux matrices sont semblables si et seulement si elles ont mémes polyndmes
minimal et caractéristique.

APPLICATION 44 ~

Soit L une extension de K. Alors, si A, B € #,(K) sont semblables dans .#,, (L), elles le sont
aussi dans ., (K).

3. Classification des formes quadratiques

Soit g une forme quadratique sur E.

@ LEVIME 45 )

Il existe une base g-orthogonale (ie. si ¢ est la forme polaire de ¢, une base B ou1 Ve, e’ €
B,p(e,e')=0sie+e').

N

THEOREME 46 <

Loi d’inertie de Sylvester.

p p+q
Ap,qgeNetdfy,....fo, €E telsqueqg =) |fiI°— Y Ifil?
i=1 i=p+1

ol les formes linéaires f; sont linéairement indépendantes et ou p + g < n. De plus, ces entiers
ne dépendent que de g et pas de la décomposition choisie.

Le couple (p, q) est la signature de g etle rang g est égala p +q.

EXEMPLE 47

La signature de la forme quadratique q : (x,y,z) — x* —2y* + xz + yz est (2, 1), donc son rang
est 3.
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