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Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

Matrices symétriques réelles, matrices hermi-
tiennes.

Soit K =R ou C et soit n = 1 un entier.

| — Généralités
1. Espaces ¥,(R) et A, (C)

NOTATION 1 o
SoitM € .4, ,,(K). On note
. {fM siK =R
M =] __

'M siK=C

-
Soit M € 4, (R).

e On dit que M est symétrique si M* = M. On note .#,(R) I'ensemble des matrices symé-
triques a coefficients réels.

* On dit que M est antisymétrique si M* = —M. On note A, (R) 'ensemble des matrices
antisymétriques a coefficients réels.

N\
PROPOSITION 3 N

(i) <, (R) et o7, (R) sont des sous-espaces vectoriels de .4, (R) de dimensions respectives
n(n+1) et n(n-1)
2 2 -

(i) 4,(R) =5, (R)e o, (R).

DEFINITION 4 <

Soit M € 4, (C). On dit que M est hermitienne si M* = M. On note ./, (C) 'ensemble des
matrices hermitiennes a coefficients complexes.

PROPOSITION 5 N

VM e #,(C)3\(S,A) e #,(R) x «,(R) telque M =S + iA

~

.

#€,(C) est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel .#,,(C) de dimension n?.
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2. Positivité

DEFINITION 7

Soit (.,.) un produit scalaire sur K".

* Si K =R, une matrice symétrique M € .#,(R) est dite positive si
Vx eR", (x,Mx)=0

et elle est dite définie positive si I'inégalité précédente est stricte pour tout x # 0. On note
respectivement %, (R) et #,* (R) 'ensemble des matrices symétriques positives et définies
positives.

* Si K = C, ces définitions sont valables. On note respectivement ., (C) et A4, *(C) I'en-
semble des matrices hermitiennes positives et définies positives.

PROPOSITION 8

Soit M € %, (R). Alors M € %, (R) (resp. %, " (R)) si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont positives (resp. strictement positives).

Vs

.
Soit M € .#,(R). Alors M € % (R) si et seulement s'il existe B € ./, (R) telle que M = ' BB.

THEOREME 10 N

Critére de Sylvester.
Une matrice symétrique est définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux

sont strictement positifs.

r

COROLLAIRE 11

T (R) est un ouvert de ., (R).

E(

Soit S € &, (R). Alors,
IS, = p(S)

ol p est’application qui a une matrice y associe son rayon spectral.

I/
J

THEOREME 13

Lapplication exp : %, (R) — &, " (R) est un homéomorphisme.
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3. Lien avec I'algebre bilinéaire

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n.

DEFINITION 14 <

Soit ¢ : E x E — K une application.

* On dit que ¢ est une forme bilinéaire sur E si pour tout x € E, y — ¢(x,y) et pour tout
y € E, x — ¢(x,y) sont linéaires.

e SilK =C, on dit que ¢ est une forme sesquilinéaire sur E si pour tout x € E, y — ¢@(x,y) est
linéaire et pour tout y € E, x — ¢(x, y) est antilinéaire (ie. Vx,y,z€ E,VA€C, p(x +y,2) =
¢(x,2) +9(y,2) et (Ax,z) = Ap(x, 2)).

N

EXEMPLE 15
* Toute forme sesquilinéaire sur E est une forme bilinéaire lorsque E est considéré comme un
espace vectoriel sur R.

e Lapplication
€([0,1],C)* — C

(f.8) ~— Jof(Dgr)de

est une forme sesquilinéaire sur €([0,1],C).

DEFINITION 16

On définit la matrice d'une forme bilinéaire (ou sesquilinéaire) ¢ dans une base (e, ..., e,) de
E par
(p(ei, €))ijeq,ng € An(K)

REMARQUE 17
Soit 8 = (ey,...,e,) une base de E. Soient x = Y., x;e; e Eety =Y., y;¢; € E. Soit ¢ une
forme bilinéaire ou sesquilinéaire, dont on note M sa matrice dans le base 8. On a:

X1 N
px,y)=X"MY,ouX=| : |etY =

DEFINITION 18 ~N

Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. On dit que :

* @ estsymétriquesiVx,y € E, p(x,y) = ¢(y,x).
* @ estantisymétriquesiVx,y € E, ¢(x,y) = —@(y,x).

e SiK =C, on dit que ¢ est hermitiennesi Vx,y € E, p(x,y) = ¢(y, x).
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PROPOSITION 19

(i) Une forme bilinéaire est symétrique (resp. antisymétrique) si et seulement si sa matrice
dans une base est symétrique (resp. antisymétrique).

(ii) Une forme sesquilinéaire est hermitienne si et seulement si sa matrice dans une base est
hermitienne.

DEFINITION 20 N

On appelle forme quadratique sur E toute application g de la forme

E — K

q: x — @(x,x)

ol ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E.

PROPOSITION 21 2\

Soit g une forme quadratique sur E. Il existe une unique forme bilinéaire symétrique ¢ telle
que pour tout x € E, g(x) = ¢(x, x).

@ est alors la forme polaire de g, eton a

Vxy € B 9o, y) = 5 {0+ 1) - a(x) - 4(1)

EXEMPLE 22

La matrice symétrique
3

3 2
1 0
0

3

2

o O -

définit la forme quadratique q : (x,y,z) — 3x* + y* + 2xy — 3xz.

agreg.skyost.eu



https://agreg.skyost.eu

[ 5 | Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

Il — Réductions, décompositions

1. Réductions

DEFINITION 23

Soit M € 4, (K) telle que ‘MM =1,,.

* SilK =R, ondit que M est orthogonale. On note 0,,(R) 'ensemble des matrices orthogonales
a coeflicients réels.

e SiK = C, on dit que M est unitaire. On note %,,(C) 'ensemble des matrices unitaires a
coefficients complexes.

N

THEOREME 24

Théoreme spectral.
Soit M € &, (R) (resp. M € #,(C)). Alors il existe C € @, (R) (resp. C € %, (C)) telle que

c'MC=C*MC=D

ol D est une matrice diagonale réelle.

REMARQUE 25
En reprenant les notations précédentes, cela revient a dire qu'un endomorphisme ayant M
pour matrice dans une base est diagonalisable dans une base orthonormée.

Soient M, N € #,(R) (resp. M € #,(C)) définies positives. Alors il existe C inversible telle que
C*MC=1,etC*NC=D

ol D est une matrice diagonale réelle.

N

COROLLAIRE 26 ~

APPLICATION 27

VA,B € 72+ (C), det(A + B) = det(A)7 + det(B)n

Comme application du Théoréme (24} on a les résultats suivants.

APPLICATION 28

Norme euclidienne sur %, (R).
Soit A = (a;j); jep1,n) € F»(R) de valeurs propres 4,,...,4,, €R.Ona

% 2 n 2
Z apj = Z A
i=1

ij=1

Vs
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APPLICATION 29

Diagonalisation simultanée.
Soit (4;),c; une famille de matrices symétriques. Alors, il existe P € G, (R) telle que pour tout
i € I, la matrice ' PA,P est diagonale si et seulement si A;jAj = AjA; pour tout i #j.

- J

APPLICATION 30 h [c-6]

Racine carrée dans ;" (R) et /4, " (C).

VA e £ (R)IAB e #H(R) telle que B = A

et on a le méme résultat en remplacant %, " (R) par #, " (C).

- J

-

Loi d’inertie de Sylvester.
Soit A € &, (R). Alors, il existe P € GL,,(R) et un unique couple d’entiers (p, g) tels que

I, 0 0
‘PAP=|0 -I, 0
0 0 0

-
-

DEFINITION 32

Le couple (p, q) précédent est la signature de A.

N

PROPOSITION 33 ~

Soit g une forme quadratique de forme polaire sur R". Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) ¢ estun produit scalaire.
(ii) g est de signature (n,0).
(iii) La matrice de ¢ dans une base de R” est de la forme S = *PP avec P € GL,,(R).

(iv) Lamatrice de ¢ dans une base de R” est de laforme S = PP avec P € GL,,(R) triangulaire
supérieure.

REMARQUE 34 27
Soit M € #,(R) de signature (p, q). Alors, p (resp. q) est le nombre de valeurs propres de M
strictement positives (resp. strictement négatives).

COROLLAIRE 35

Soient A, B € .#,(R). Alors A et B sont congruentes si et seulement si elles sont de méme
signature.
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APPLICATION 36

FIT(R)  siK=R

{PP* | P €GL,(K)} =
" FEIH(C) siK=C

2. Décompositions

APPLICATION 37

Décomposition polaire.
Lapplication

L O0,(R)x LT (R) — GL,(R)
(0,8) —  0S

est un homéomorphisme.

COROLLAIRE 38

Tout sous-groupe compact de GL,, (R) qui contient G,,(R) est O, (R).

N

DEFINITION 39 N

Les sous-matrices principales d'une matrice (a;); jepi,n] € 4, (IK) sont les matrices A =
(@ij)ijep k) € A (K)ot k € [1, n]. Les déterminants principaux sont les déterminants des
matrices Ay, pour k € [1, n].

THEOREME 40 N

Décomposition lower-upper.
Soit A € GL,,(KK). Alors, A admet une décomposition

A=LU

(ol L est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et U une matrice triangulaire
supérieure) si et seulement si tous les déterminants principaux de A sont non nuls. Dans ce
cas, une telle décomposition est unique.

Soit A € GL,,(K) n &, (K). Alors, on a l'unique décomposition de A :

A=LD'L

ol L est une matrice triangulaire inférieure et D une matrice diagonale.
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APPLICATION 42

Décomposition de Cholesky.

Soit A € .4, (R). Alors, A € &, " (R) si et seulement s'il existe B € GL,,(R) triangulaire inférieure
telle que A = B’ B. De plus, une telle décomposition est unique si on impose la positivité des
coeflicients diagonaux de B.

EXEMPLE 43
On a la décomposition de Cholesky :

3 Yl )

11l — Applications

1. Géométrie différentielle

N

Soit A, € ¥, (R) inversible. Alors il existe un voisinage V' de A, dans .%#, (R) et une application
v :V — GL,(R) de classe €' telle que

VAEV,A="y(A)A,w(A)

Lemme de Morse.
Soit f : U — R une fonction de classe € (o1 U désigne un ouvert de R” contenant I'origine).

On suppose :

e dfy =0.

e La matrice symétrique Hess( f), est inversible.
e Lasignature de Hess(f), est (p,n — p).

Alors il existe un difféomorphisme ¢ = (¢, ...,¢,) de classe €' entre deux voisinages de
l'origine de R" V < U et W tel que ¢(0) =0 et

p n
VxeU, [0 -f0) = X i)~ Y ¢f)
=1

k=p+1
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APPLICATION 46

Soit S la surface d’équation z = f(x,y) ou f est de classe €° au voisinage de l'origine. On
suppose la forme quadratique d? f, non dégénérée. Alors, en notant P le plan tangent 2 S en 0 :

(i) sid? fo est de signature (2,0), alors S est au-dessus de P au voisinage de 0.
(ii) Sid?f; est de signature (0,2), alors S est en-dessous de P au voisinage de 0.

(iii) Sid?f; est de signature (1,1), alors S traverse P selon une courbe admettant un point
double en (0, £(0)).

2. Résolution de systémes linéaires

-

PROPOSITION 47 [c-6]

Soit A € GL,, (IK) vérifiant les hypothéses du Théoreme[40] On définit la suite (A;) ot 4, = A et =

Vk €N, A, estlamatrice obtenue a partir de A; al’aide du pivot de Gauss surla (k +1)-ieme
colonne. Alors, A,,_; estla matrice U de la décomposition A = LU du Théoreme

REMARQUE 48

Pour résoudre un systéme linéaire AX =Y, onseramenea A=LU en O (§n3) Puis, on résout
deux systémes triangulaires “en cascade” :

LX' =Y puisUX =X’

ceux-ci demandant chacun O(2n?) opérations.
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