EEA Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

Endomorphismes trigonalisables. Endomor-
phismes nilpotents.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Tout au long de la lecon, on
abusera du fait que £ (E) = .4, (K) : les notions définies pour les endomorphismes sont valables
pour les matrices.

| — Endomorphismes trigonalisables

1. Premiers outils de réduction

DEFINITION 1

Soient u € ZL(E) et A € K.

* Ondit que A est valeur propre de u si u — Aidg est non injective.
e Unvecteur x # 0 tel que u(x) = Ax est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A.

* Lensemble des valeurs propres de u est appelé spectre de 1. On le note Sp(u).

N

REMARQUE 2
Soit u € Z(E).

* 0 est valeur propre de u si et seulement si Ker(u) # {0}.

¢ On peut définir de la méme maniére les mémes notions pour une matrice de .#,,(K) (une
valeur est propre pour une matrice si et seulement si elle I'est pour 'endomorphisme associé).
On reprendra les mémes notations.

EXEMPLE 3
1 0 2 -1
1 | estvecteur proprede | 3 -2 0 |associé ala valeur propre 1.
1 -2 2 1

Soit u € Z(E). En notant y,, = det(Xidg —u),

Sp(u) ={A e K|y, (1) =0}

N

DEFINITION 5 ~

Le polyndome y, précédent est appelé polynéme caractéristique de u.

- J

REMARQUE 6
On peut définir la méme notion pour une matrice A € .4, (IK), ces deux notions coincidant
bien si A estla matrice de u dans une base quelconque de E.
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EXEMPLE 7

b

a
Pour A =
our (C d

) € M,(K),ona y, = X? —trace(A)X +det(A).

Soit u € Z(E).

(i) Ann(u) ={P € K[X] | P(u) = 0} est un sous-ensemble de K[X] non réduit au polynéme
nul.
(ii) Ann(u) estle noyau de P — P(u) : c'est un idéal de K[X].

(iii) 1l existe un unique polyndme unitaire engendrant cet idéal.

- J

DEFINITION 9

On appelle idéal annulateur de u I'idéal Ann(u). Le polyndme unitaire générateur est noté
m, et est appelé polyn6me minimal de u.

REMARQUE 10
En reprenant les notations précédentes,

* 1, estle polyndme unitaire de plus petit degré annulant u.

e SiAe 4, (K) estlamatrice de u dans une base de E, on a Ann(u) = Ann(A) et w,, = 71,.

EXEMPLE 11

PROPOSITION 12

Un endomorphisme est nilpotent d’'indice g si et seulement si son polyn6me minimal est X 7.

Soit u € Z(E). Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors, le polynéme minimal
de I'endomorphisme u : F — F divise 7,,.

-
N

Soit u € Z(E).
(i) Les valeurs propres de u sont racines de tout polyndome annulateur.

(ii) Les valeurs propres de u sont exactement les racines de 7,,.

N

REMARQUE 14
Soit u € Z(E). m, et y, partagent dont les mémes racines.

THEOREME 15

Théoréme de Cayley-Hamilton.
Soit u € £ (E). Alors,

Ty | Xu
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B

THEOREME 16 ~N

Lemme des noyaux.
Soit P = P, ... P, € K[X] ol les polyn6mes P, ..., P, sont premiers entre eux deux a deux. Alors,

pour tout endomorphisme u de E,

Ker(P(u)) = éKer(P,-(u))
i=1

-
&

2. Trigonalisation

DEFINITION 17

Soit u € Z(E).

* On dit que u est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
triangulaire supérieure.

* On dit qu'une matrice A € .4, (K) est trigonalisable si elle est semblable a une matrice

diagonale.

REMARQUE 18
Un endomorphisme u de E est trigonalisable si et seulement si sa matrice dans n'importe quelle
base de E l'est.

EXEMPLE 19
Une matrice a coefficients réels ayant des valeurs propres imaginaires pures n'est pas trigonali-
sable dans .4,,(R).

THEOREME 20

Un endomorphisme u de E est trigonalisable sur K si et seulement si y,, est scindé sur K.

COROLLAIRE 21

SiK est algébriquement clos, tout endomorphisme de E est trigonalisable sur K.

-~

Soit u € Z(E). Si u est trigonalisable, sa trace est la somme de ses valeurs propres et son
déterminant est le produit de ses valeurs propres.

THEOREME 23

Trigonalisation simultanée.
Soit (u;);c; une famille d’endomorphismes de E diagonalisables qui commutent deux-a-deux.
Alors, il existe une base commune de trigonalisation.

Vs
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Il — Endomorphismes nilpotents

1. Définition, caractérisation

DEFINITION 24

On note
N(E)={ue Z(E)|3Ip e Ntel que u” =0}

I'ensemble des éléments nilpotents de £ (E).

-

EXEMPLE 25
Dans K, [X], 'opérateur de dérivation P — P’ est nilpotent.

DEFINITION 26

On appelle indice de nilpotence d'un endomorphisme u € A (E) l'entier g tel que

g =inf{p e N|u” =0}

N

Soit u € £ (E). Alors,
u est nilpotent d’'indice p < m, = X”

En particulier, p < n.

N

THEOREME 28

Soit u € Z(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ue /¥ (E).

() x,=X".

(iii) Il existe p € N tel que 7, = X”. Dans ce cas, p estI'indice de nilpotence de u.
(iv) u est trigonalisable avec zéros sur la diagonale.

(v) u est trigonalisable et sa seule valeur propre est 0.

(vi) 0 estla seule valeur propre de u dans toute extension algébrique de K.

(vii) Sicar(lK) =0 : u et Au sont semblables pour tout A € K*.

.

CONTRE-EXEMPLE 29

La matrice
00 O
A=|0 0 -1
01 O
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PROPOSITION 30

Soit u € Z(E). On suppose car(K) = 0. Alors,

ue N(E) < VkeN,trace(u*) =0

2. Cone nilpotent

N (E)estuncone:siue N (E),alors VA elK, Aue N (E).

REMARQUE 32
A (E) n'est pas un sous-groupe additif de Z(E). Par exemple,

SEE

A est somme de deux matrices nilpotentes, mais est inversible donc non nilpotente. En particu-
lier, & (E) nest ni un idéal, ni un sous-espace vectoriel de Z(E).

PROPOSITION 33

Vect(A (E)) = Ker(trace)

EXEMPLE 34
En dimension 2,

b
(Z d) est nilpotente <= —a?-bc=0

PROPOSITION 35

Soient u, v € Z(E) tels que uv = vu.

(i) Siu,ve N (E),alors u+veN(E).
(ii) Siue A (E), alors uv e N (E).

N
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3. Unipotence

On note
U(E)=idg +A(E)

I’ensemble des endomorphismes unipotents de E.

-

REMARQUE 37

Par exemple, un endomorphisme u de E est unipotent si et seulement si y,, = (X — 1)".

On se place dans le cas ou K = R ou C pour la fin de cette sous-section.

PROPOSITION 38

On dispose de caractérisations analogues au Théoreme[28 pour les endomorphismes unipotents.

Soit u € N/ (E). Alors e" € % (E).

-
N

Lexponentielle matricielle réalise une bijection de A" (E) sur % (E) d’inverse le logarithme

matriciel.

4. Sous-espaces caractéristiques, noyaux itérés

Soit u € Z(E) de polyndme caractéristique scindé, de la forme
Xu = [TX = 2)%
i=1

DEFINITION 40

Soit i € [1, s]. On appelle sous-espace caractéristique de u associé a la valeur propre A, le
sous-espace vectoriel N; = Ker((u — A;idg)%).

N

Soiti € [1,s].

(i) N; eststable par u.

(ii) dim(N;) = a;.

(i) 1y, = (X)) = ().
(iv) wy, estnilpotent.

De plus, E = &}_; N;.

PROPOSITION 41 N
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Soit v e Z(E).

(i) La suite de sous-espaces vectoriels (Ker(v™)) est décroissante, stationnaire.

(ii) La suite de sous-espaces vectoriels (Im(v")) est croissante, stationnaire.

DEFINITION 43 p [BMP]

Un bloc de Jordan de taille m associé a A € K désigne la matrice J,,(1) suivante :

A1l
= e (®)

- J

APPLICATION 44

Réduction de Jordan d’un endomorphisme nilpotent.
On suppose que u est nilpotent. Alors il existe des entiers n; = -+ > n,, et une base 9 de E tels
que:

Jn, (0)
Mat(u, 8) =
T, (0)

De plus, on a unicité dans cette décomposition.

N

11l — Applications

1. Décomposition de Dunford

DEV THEOREME 45 N [Gou21]
203

Décomposition de Dunford.
Soit u € Z(E). On suppose que 7, est scindé sur K. Alors il existe un unique couple d’endo-
morphismes (d, n) tels que :

* d est diagonalisable et n est nilpotent.

e u=d+n.

e dn=nd.
\ J
COROLLAIRE 46 ~

Si u vérifie les hypothése précédentes, pour tout k € N, u* = (d+n)k = Y7, (’;)dink_i, avec
m = min(k, !) ou ! désigne I'indice de nilpotence de n.

N

REMARQUE 47
On peut montrer de plus que d et n sont des polynomes en u.
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THEOREME 48 <

Décomposition de Dunford multiplicative.
Soit f € £(E). On suppose que 7 est scindé sur K. Alors il existe un unique couple d’endo-
morphismes (d, u) tels que :

[ROM21]

* d est diagonalisable et u est unipotente.
* f=du.
* du=ud.

- J

2. Invariants de similitude

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et u € £(E). —

.
DEFINITION 49 N

On dit que u est cyclique s'il existe x € E tel que {P(u)(x) | P e K[X]} =E.

-

PROPOSITION 50

u est cyclique si et seulement si deg(z,,) = n.

DEFINITION 51 N

Soit P = XP + ap_lX”‘l + .-+ ay € K[X]. On appelle matrice compagnon de P la matrice

0O ... ... 0 -—ag

1 0 - : -aq
€P)=10 1 -~ :

: w0 -a,,

0 0 1 -a,,

PROPOSITION 52

u est cyclique si et seulement s'il existe une base 28 de E telle que Mat(u, 8) = €(x,).

THEOREME 53 2

Il existe Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E tous stables par u tels que:

e E=F & &F,.
* u; = uyy, estcyclique pour tout i.
* SiP;=m,,onaP,, |P;pour tout .

La famille de polynémes P,, ..., P, ne dépend que de u et non du choix de la décomposition.
On I'appelle suite des invariants de similitude de u.
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THEOREME 54 <

Réduction de Frobenius.
SiPy,..., P, désigne la suite des invariants de u, alors il existe une base 28 de E telle que :

€(P)
Mat(u, 8) =
€(P,)

Onadailleurs P, =7, et P, ... P, = x,,-

COROLLAIRE 55

Deux endomorphismes de E sont semblables si et seulement s’ils ont la méme suite d’inva-
riants de similitude.

-

APPLICATION 56

Pour n = 2 ou 3, deux matrices sont semblables si et seulement si elles ont mémes polyndmes
minimal et caractéristique.

Soit L une extension de K. Alors, si A, B € #,(K) sont semblables dans .#,,(LL), elles le sont
aussi dans ., (K).

3. Commutant d’'une matrice

Soit A € ,,(KK).
& LEMIME 58 )

Sim, = x4, alors A est cyclique :

Jx € K" ~ {0} tel que (x,Ax, ..., A" 'x) est une base de K"

NOTATION 59
* Onnote 9,,(K) I'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures d’'ordre n a coeffi-
cients dans le corps K.

e On note ¥ (A) le commutant de A.

Le rang de A est invariant par extension de corps.

=
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@ LEMME 60 \
dimy (€ (A))=n
& LEMME 61 w
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K[A]=€(A) = 7y = )4
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