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Exemples de décompositions de matrices. Ap-

plications.

Soit K =R ouC. Soit n = 1.

— Décomposition et réduction

1. Décomposition de Dunford

a. Décomposition “classique”

N

THEOREME 1 N [cou21]
203

Décomposition de Dunford.
Soit A € #,(K). On suppose que 7, est scindé sur K. Alors il existe un unique couple de
matrices (D, N) tels que :

* D est diagonalisable et N est nilpotente.
e A=D+N.
e DN =ND.

N

COROLLAIRE 2 N

Si A vérifie les hypothése précédentes, pour tout k € N, A¥ = (D+N)¥ = 7 (*)D'N*-1, avec
m = min(k, !) ou ! désigne I'indice de nilpotence de N.

REMARQUE 3
On peut montrer de plus que D et N sont des polynomes en A.

EXEMPLE 4 [c-a]
On ala décomposition de Dunford suivante :

1 1) (10 s 01
o 1) o 1) lo o
CONTRE-EXEMPLE 5

Légalité suivante n'est pas une décomposition de Dunford :

RN

car les deux matrices du membre de droite ne commutent pas.
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. 7 . LN k . .
(i) Lasérie entiére ). 47 a un rayon de convergence infini.

k .
(i) ¥ % est convergente pour toute matrice A € ., ().
.

DEFINITION 7

Soit A € 4,,(KK). On définit 'exponentielle de A par
+oo Ak
2%
k=0 K-

on la note aussi exp(A) ou e

THEOREME 8

Soit A € 4, (IK).

(i) SiA =Diag(A,,...,A,,), alors exp(A) = Diag(ef, ..., e}).
(ii) SiB =PAP ™! pour P € GL,(K), alors e® = P~1e?P.
(iii) det(e?) = eaceld),

(iv) t — e’ est de classe €™, de dérivée t — e A.

PROPOSITION 9

Soient A, B € #,(K) qui commutent. Alors,

EXEMPLE 10

et NV est nilpotente d’indice gq. Alors,

-1 Nk
e et=ePeN =Pyl I

eP(e" - I,) nilpotente.

Soit A € 4,,(KK) qui admet une décomposition de Dunford A = D + N ou D est diagonalisable

e La décomposition de Dunford de e” est e? = e? + eP(e" —1I,) avec e” diagonalisable et

APPLICATION 11

solutions maximales définies sur R et le probleme de Cauchy

{W:AY
Y(0) =y

a pour (unique) solution ¢ — e"y,.

Une équation différentielle linéaire homogene (H) : Y’ = AY (ol A est constante en t) a ses
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b. Décomposition multiplicative

DEFINITION 12

-

On dit qu'une matrice U € ./, (K) est unipotente si U — I,, est nilpotente.

THEOREME 13

Décomposition de Dunford multiplicative.
Soit A € 4 ,(K). On suppose que 7, est scindé sur [K. Alors il existe un unique couple de
matrices (D, U) tels que :

e D est diagonalisable et U est unipotente.
e A=DU.
e DU=UD.

2. Décomposition de Jordan

DEFINITION 14

-

Un bloc de Jordan de taille m associé a A € K désigne la matrice J,,,(1) suivante :

A1l
L= e (®)

PROPOSITION 15

Soit A € 4, (KK). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A estsemblablea/,(0).
(ii) A estnilpotente et cyclique (voir Définition [21)).

(iii) A est nilpotente d’indice de nilpotence n.

N

THEOREME 16

Réduction de Jordan d’un endomorphisme nilpotent.
Onsuppose que A est nilpotente. Alors il existe des entiers n; = -+ = n, = 1 telsque Y n=n
et A est semblable a la matrice

T, (0)

T, (0)

De plus, on a unicité dans cette décomposition.
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REMARQUE 17
Comme l'indice de nilpotence d'un bloc de Jordan est égal a sa taille, 'indice de nilpotence de
A est la plus grande des tailles des blocs de Jordan de la réduite.

THEOREME 18 ~

Réduction de Jordan d’un endomorphisme.
Soit A € 4, (KK). On suppose que le polynéme caractéristique de A est scindé sur K :

p
xa = [[(X = 2;)% oules A; sont distincts deux-a-deux
i=1
Alors, pour tout i € [1, p], il existe des entiers r; = 1 et n; ; = - = n; .. > 1 telsque Z}izl nj=a;,
et A est semblable a
Diag((fni,jm,-))ls,-s,,)
1<sjs<r;

Les tailles des blocs sont uniques a permutation des blocs pres.

APPLICATION 19

Soit A € 4, (K). Alors, A et 2A sont semblables si et seulement si A est nilpotente.

Vs

.
Soit A € ., (K). Alors, A et ' A sont semblables.

3. Décomposition de Frobenius

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et u € Z(E).

DEFINITION 21

On dit que u est cyclique s'il existe x € E tel que {P(u)(x) | P e K[X]} =E.
\
u est cyclique si et seulement si deg(,,) = n.

DEFINITION 23

Soit P = X7 + a)l,_lX‘”‘1 + -+ ay € K[X]. On appelle matrice compagnon de P la matrice

0 ... ... 0 -—a
1 0 - : -a
€P)=10 1 - : :
o 00 —a,,
0 0 1 -a,,
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PROPOSITION 24

u est cyclique si et seulement s'il existe une base 28 de E telle que Mat(u, 8) = 6€(x,).

-

THEOREME 25

Il existe Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E tous stables par u tels que :
e E=F, & oF,.

* u; = u), estcyclique pour tout .

* SiP;=m,,onaP;,, |P;pourtout i.

La famille de polynémes P,, ..., P, ne dépend que de u et non du choix de la décomposition.
On l'appelle suite des invariants de similitude de u.

.

THEOREME 26

Réduction de Frobenius.
SiPy,..., P, désigne la suite des invariants de u, alors il existe une base 28 de E telle que :

€(P)
Mat(u, 8) =
©(P,)

Onadailleurs P, =m, et P, ... P, = x,,.

-

COROLLAIRE 27

Deux endomorphismes de E sont semblables si et seulement s’ils ont la méme suite d’inva-
riants de similitude.

N

APPLICATION 28 N

Pour n = 2 ou 3, deux matrices sont semblables si et seulement si elles ont mémes polyndmes
minimal et caractéristique.

N

APPLICATION 29 N

Soit L une extension de K. Alors, si A, B € #,(K) sont semblables dans .#,, (L), elles le sont
aussi dans .4, (K).
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Il — Décomposition et résolution de systemes

1. Décomposition LU

Les sous-matrices principales d'une matrice (a;;); jeq,n) € 4, (IK) sont les matrices Ay =
(@i j)ijen,i) € A (K) otk € [1, n]. Les déterminants principaux sont les déterminants des
matrices Ay, pour k € [1, n].

Décomposition lower-upper.
Soit A € GL,,(KK). Alors, A admet une décomposition

A=LU

(ol1 L est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et U une matrice triangulaire
supérieure) si et seulement si tous les déterminants principaux de A sont non nuls. Dans ce
cas, une telle décomposition est unique.

Soit A € GL,,(K) n %, (K). Alors, on a I'unique décomposition de A :
A=LD'L

ol L est une matrice triangulaire inférieure et D une matrice diagonale.

APPLICATION 33

Décomposition de Cholesky.

Soit A € .4, (R). Alors, A € &, " (R) si et seulement s'il existe B € GL,,(R) triangulaire inférieure
telle que A = B’ B. De plus, une telle décomposition est unique si on impose la positivité des
coefficients diagonaux de B.

EXEMPLE 34
On a la décomposition de Cholesky :

36 2l )
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Soit A € GL,, (K) vérifiant les hypothéses du Théoreme[31] On définit la suite (A;) olt A, = A et

Vk €N, A, estlamatrice obtenue a partir de A; al’aide du pivot de Gauss surla (k +1)-ieme
colonne. Alors, A,,_; estla matrice U de la décomposition A = LU du Théoreme

-

REMARQUE 36

Pour résoudre un systéme linéaire AX =Y, onseramenea A =LU en O (§n3) Puis, on résout
deux systémes triangulaires “en cascade” :

LX'=Y puisUX =X’
ceux-ci demandant chacun O(2n?) opérations.

THEOREME 37

Décomposition PLU.
Soit A € GL,,(KK). Alors, il existe P € GL,,(IK), matrice de permutations, telle que P~' A admet
une décomposition LU.

2. Décomposition QR

)

Décomposition QR.
Soit A € GL,,(R). Alors, A admet une décomposition

A=QR

ol Q est une matrice orthogonale et R est une matrice triangulaire supérieure a coefficients
diagonaux strictement positifs. On a unicité d'une telle décomposition.

N

COROLLAIRE 39 M

Théoreme d’lwasawa.
Soit A € GL,,(R). Alors, A admet une décomposition

A=QDR

ol Q est une matrice orthogonale, D est une matrice diagonale a coefficients strictement
positifs et R est une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux égauxa 1. On a
unicité d'une telle décomposition.
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EXEMPLE 40
On a la factorisation QR suivante,

011 ) 12\/5\/51
10 1|=[—|v3 -1 V2 |||l—=| 0 3 1
110 0 0

VBlvs 1 -va) LV V2

qui peut étre obtenue via un procédé de Gram-Schmidt.

REMARQUE 41
Pour résoudre un systeme linéaire AX =Y, sil’on a trouvé une telle factorisation A = QR, on

résout
RX ='QY

c'est-a-dire, un seul systéme triangulaire (contre deux pour la factorisation LU).

11l — Décomposition et topologie

VA e L (R)IAB e #(R) telle que B> = A

-

THEOREME 43

Décomposition polaire.
Lapplication
L 6,(R) xS (R) — GL,(R)
(0,S) — 0§

est un homéomorphisme.

COROLLAIRE 44

Tout sous-groupe compact de GL,, (R) qui contient G,,(R) est O, (R).

COROLLAIRE 45

GL, (R)* est connexe.

-

agreg.skyost.eu

[GRI]

[c-6]


https://agreg.skyost.eu/developpements/decomposition-polaire
https://agreg.skyost.eu

Bibliographie

Objectif agrégation [BMP]

Vincent BECK, Jérome MaALICK et Gabriel PEYRE. Objectif agrégation. 2¢ éd. H&K, 22 aotit 2005.
https://objectifagregation.github.io.

Nouvelles histoires hédonistes de groupes et de géométries [C-G]

Philippe CALDERO et Jérome GERMONI. Nouvelles histoires hédonistes de groupes et de gé¢ométries.
Tome 1. Calvage & Mounet, 13 mai 2017.
http://www.calvage-et-mounet.fr/2022/05/09/nouvelles-histoires-hedoniste-de-groupes-et-de—

geometrie/|.

Les maths en téte [GOU20]

Xavier GOURDON. Les maths en téte. Analyse. 3° éd. Ellipses, 21 avr. 2020.
https://www.editions-ellipses . fr/accueil /10446 -les-maths-en-tete-analyse-3e-edition—

/87340038561 _htmll,

Les maths en téte [GOU21]

Xavier GOURDON. Les maths en téte. Algebre et probabilités. 3° éd. Ellipses, 13 juill. 2021.
https : //www . editions - ellipses . fr /accueil / 13722 - 25266 - les - maths - en - tete — algebre - et
probabilites-3e-edition-9/82340056/63.html.

Algebre Linéaire [GRI]

Joseph GRIFONE. Algebre Linéaire. 6° éd. Cépadues, 9 jan. 2019.
https://www.cepadues.com/livres/algebre-lineaire-edition-9782364936737.html.

Mathématiques pour Pagrégation [ROM21]

Jean-Etienne RoMBALDIL. Mathématiques pour lagrégation. Algébre et géométrie. 2¢ éd. De Boeck
Supérieur, 20 avr. 2021.
https : //www . deboecksuperieur . com/ ouvrage / 9782807332201 -mathematiques - pour -1 -agregation +

aigebre—et—geometrie.


https://objectifagregation.github.io
http://www.calvage-et-mounet.fr/2022/05/09/nouvelles-histoires-hedoniste-de-groupes-et-de-geometrie/
http://www.calvage-et-mounet.fr/2022/05/09/nouvelles-histoires-hedoniste-de-groupes-et-de-geometrie/
https://www.editions-ellipses.fr/accueil/10446-les-maths-en-tete-analyse-3e-edition-9782340038561.html
https://www.editions-ellipses.fr/accueil/10446-les-maths-en-tete-analyse-3e-edition-9782340038561.html
https://www.editions-ellipses.fr/accueil/13722-25266-les-maths-en-tete-algebre-et-probabilites-3e-edition-9782340056763.html
https://www.editions-ellipses.fr/accueil/13722-25266-les-maths-en-tete-algebre-et-probabilites-3e-edition-9782340056763.html
https://www.cepadues.com/livres/algebre-lineaire-edition-9782364936737.html
https://www.deboecksuperieur.com/ouvrage/9782807332201-mathematiques-pour-l-agregation-algebre-et-geometrie
https://www.deboecksuperieur.com/ouvrage/9782807332201-mathematiques-pour-l-agregation-algebre-et-geometrie

	Exemples de décompositions de matrices. Applications.
	Décomposition et réduction
	Décomposition et résolution de systèmes
	Décomposition et topologie


