Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction ...

Polynomes d’endomorphisme en dimension
finie. Réduction d’'un endomorphisme en di-
mension finie. Applications.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7 sur un corps commutatif K. Soit u € £ (E).

| — Polyndmes d’endomorphismes

1. L’algebre K[u]

NOTATION 1 [ROM21]
On note u° = id et —
uk=yo.. . ou
k fois
A tout polynéme P = Y} _,a. X ¥ € K[X] on fait correspondre I'endomorphisme P(u) =
Yi_ agut.
Lensemble,
Klu] ={P(u) | P e K[X]}
est une sous-algébre commutative de £ (E), de dimension inférieure ou égale a n?.
\
REMARQUE 4
Au vu de I'isomorphisme entre £ (E) et .#,,(KK), on définit de méme K[A] pour une matrice
A€ M,(K).SiA estlamatrice de u dans une base de E, alors pour tout P € K[X], P(A) estla
matrice de P(u) dans cette méme base. Toute les propriétés énoncées pour les endomorphismes
sont vraies pour les matrices, et réciproquement.
[Gou21]
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PROPOSITION 5

Soient M € 4, (K) triangulaire de la forme

a * ...k
0 a, =~
M=|. *
. sk
0 0 a,

et P € K[X]. Alors, P(M) est de la forme

P(a;) * *
pan=| 9 P :
0 0 P(a,)

2. Polynéme caractéristique de u

DEFINITION 6 N

Soit 1 € K.

On dit que A est valeur propre de u si E; = Ker(u — Aidg) n'est pas réduit a {0}.
e Unvecteur x # 0 tel que u(x) = Ax est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A.

* £, estle sous-espace propre associé a la valeur propre A.

Lensemble des valeurs propres de u est appelé spectre de u. On le note Sp(u).

En notant y, = det(Xid; —u),

Sp(u) ={1 e K| x,(A) =0}

THEOREME 8

Soit P € K[X]. Pour tout valeur propre A de u (voir Définition[6]), P(1) est une valeur propre
de P(u). Sile corps K est algébriquement clos, on a alors

Sp(P(u)) ={P(A)| A € Sp(u)}

CONTRE-EXEMPLE 9
-1

Pour A = 0
1 0

) € M,(R)etP =X? onaA®=-1I,etSp(A) = @.
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N

DEFINITION 10

Le polyndéme y,, précédent est appelé polynéme caractéristique de u.

-

PROPOSITION 13 N

REMARQUE 11
On peut définir de la méme manieére les mémes notions pour une matrice de .4, (K) (une
valeur est propre pour une matrice si et seulement si elle I'est pour 'endomorphisme associé).
On reprendra les mémes notations.

EXEMPLE 12
a b
c

Pour A =
our ( d

) € M,(K),ona y, = X* —trace(A)X +det(A).

Soit A une valeur propre de u de multiplicité a en tant que racine de y,,. Alors,

dim(E,) € [1, a]

N

PROPOSITION 14 N [eouz]

(i) Le polyndome caractéristique est un invariant de similitude.

(ii) Soit A € 4, (K). On note y, = Y.7_, a; X*. Alors, a, = det(A) et a,_, = trace(A) (a un
signe pres).

3. Polyndme minimal de u

f‘m [ROM21]

(i) Ann(u) ={P € K[X] | P(u) = 0} est un sous-ensemble de K[X] non réduit au polynéme =

nul.
(ii) Ann(u) estle noyau de P — P(u) : c'est un idéal de K[X].

(iii) Il existe un unique polynéme unitaire engendrant cet idéal.

N

DEFINITION 16 N

On appelle idéal annulateur de u I'idéal Ann(u). Le polynéme unitaire générateur est noté
m, et est appelé polyndme minimal de u.

REMARQUE 17
* 7, estle polynome unitaire de plus petit degré annulant u.

e SiAe . 4,(K) estlamatrice de u dans une base de E, on a Ann(u) = Ann(A) et ,, = 71,.

EXEMPLE 18
Un endomorphisme est nilpotent d’indice ¢ si et seulement si son polynéme minimal est X .
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PROPOSITION 19

Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors, le polynéme minimal de 'endomor-
phisme up : F — F divise 7,,.

r

PROPOSITION 20

(i) Les valeurs propres de u sont racines de tout polyndme annulateur.

(ii) Les valeurs propres de u sont exactement les racines de 7,,.

Vs
N

REMARQUE 21
m, et x, partagent dont les mémes racines.

THEOREME 22

P — P(u) induit un isomorphisme :

K[X]/(7,) = Klu]

COROLLAIRE 23 §

I (

Lespace vectoriel K[u] est de dimension égale a p,, = deg(,), une base étant donnée par

(uk)ke[[o,pu—lﬂ'

COROLLAIRE 24

I (

K[u] est un corps < K[u] estintegre < m, est irréductible

l (

THEOREME 25

Théoréeme de Cayley-Hamilton.

Ty | Xu

COROLLAIRE 26 <

dim(K[u])<n

COROLLAIRE 27

I I /

Si u est inversible,
1

n
-1 k-1
=—-———=) au
det(w) &5

En particulier, 1™ € K[u].

COROLLAIRE 28

u est nilpotent si et seulement si y,, = X".

r
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Il — Réduction d’endomorphismes

1. Diagonalisation

DEFINITION 29

* Ondit que u est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est

diagonale.

e On dit qu'une matrice A € .4, (KK) est diagonalisable si elle est semblable a une matrice
diagonale.

REMARQUE 30
u est diagonalisable si et seulement si sa matrice dans n'importe quelle base de E 1'est.

EXEMPLE 31

e Les projecteurs (ie. les endomorphismes p € Z(E) tels que p> = p) sont toujours diagonali-
sables, a valeurs propres dans {0, 1}.

e Les symétries (ie. les endomorphismes s € Z(E) tels que s? = id;) sont toujours diagonali-
sables, a valeurs propres dans {+1}. Par exemple, 'endomorphisme de transposition A — ' A
est diagonalisable.

Si u a n valeurs propres distinctes dans K, alors il est diagonalisable.

Lemme des noyaux.
Soit P = P, ... P, e K[X] ol les polynomes P, ..., P, sont premiers entre eux deux a deux. Alors,

Ker(P(u)) = éKer(Pi(u))
i=1

Soit Sp(u) = {A,, ..., 4, }. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u est diagonalisable sur K.

(ii) E=®}_, B,

(iii) X;_, dim(E, ) =n.

(iv) x, estscindé sur K et pour tout k € [1, p], la dimension de E,, est égale a la multiplicité
de A, dans y,,.

(v) 3P € Ann(u) scindé a racines simples.

(vi) m, estscindé a racines simples.
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EXEMPLE 35
0 2 -1 1 0 O
3 -2 0 |estdiagonalisable, semblablea |0 2 0 |[.
-2 2 1 0 0 -4

Diagonalisation simultanée.

Soit (u;);c; une famille d'endomorphismes de E diagonalisables. Il existe une base commune
de diagonalisation dans E pour (u;);¢; si et seulement si ces endomorphismes commutent
deux-a-deux.

- J

THEOREME 37

Théoreme spectral.
Tout endomorphisme symétrique se diagonalise dans une base orthonormée.

N

2. Trigonalisation

DEFINITION 38 ~N

* On dit que u est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
triangulaire supérieure.

e On dit qu'une matrice A € .#,(K) est trigonalisable si elle est semblable a une matrice
diagonale.

- J

REMARQUE 39
u est trigonalisable si et seulement si sa matrice dans n'importe quelle base de E 1'est.

EXEMPLE 40
Une matrice a coefficients réels ayant des valeurs propres imaginaires pures n’est pas trigonali-
sable dans .4, (R).

THEOREME 41

u est trigonalisable sur K si et seulement si y,, est scindé sur K.

N

.
Si K est algébriquement clos, tout endomorphisme de E est trigonalisable sur [K.

G J

PROPOSITION 43 |

Si u est trigonalisable, sa trace est la somme de ses valeurs propres et son déterminant est le
produit de ses valeurs propres.
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THEOREME 44

Trigonalisation simultanée.
Soit (u;);c; une famille d’endomorphismes de E diagonalisables qui commutent deux-a-deux.
Alors, il existe une base commune de trigonalisation.

3. Décomposition de Dunford

DEV THEOREME 45 N [Gou21]

Décomposition de Dunford.
On suppose que 7, est scindé sur K. Alors il existe un unique couple d'endomorphismes (d, n)
tels que :

* d est diagonalisable et 7 est nilpotent.
*u=d+n.
* dn=nd.

COROLLAIRE 46 2\

Si u vérifie les hypothése précédentes, pour tout k € N, u* = (d+n)k = Y7, (';)dink_i, avec
m = min(k, /) ou I désigne I'indice de nilpotence de n.

REMARQUE 47
On peut montrer de plus que d et n sont des polynomes en u.

11l — Applications

1. Commutant

Soit A € 4, (K).

[FGN2]

150
NOTATION 48

On note € (A) le commutant de A.

L LEVIME 49 )
dimy (€(A)) = n

.

DEV APPLICATION 50 N

Soit A € 4, (KK). On note € (A) le commutant de A. Alors,

K[A] =€6(A) < 7y =y, =det(X[,-A)
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2. Exponentielles de matrices

. 7 . LN k . .
(i) Lasérie entiére }° %7 a un rayon de convergence infini.

k
(i) ¥ % est convergente pour toute matrice A € ., ().

-

DEFINITION 52

Soit A € 4,,(K). On définit 'exponentielle de A par

+00 Ak
L

on la note aussi exp(A) ou e

-

THEOREME 53

Soit A € 4, (K).

(i) exp: 4,(K)— 4,(K) est continue.

(ii) Si A estnilpotente d’indice g, exp(A) = ZZ;(I) %’:.

(iii) exp(A) € K[A]. En particulier, exp(A) commute avec A.
(iv) SiA = Diag(A,,...,A,), alors exp(A) = Diag(e, ..., e}).
(v) SiB=PAP ™! pour P € GL,(K), alors e® = P~1edP.

(vi) det(e?) = e'race(),

(vii) ¢ — e'? est de classe €, de dérivée t — e’ A.

PROPOSITION 54

Soient A, B € #,(K) qui commutent. Alors,

N

COROLLAIRE 55
A

Soit A € ., (K). Alors, e? est inversible, d’inverse e ™.

-

EXEMPLE 56

et N est nilpotente d’indice g. Alors,
— k
o e =pPeN =Py L N*

eP(eN - I,) nilpotente.
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APPLICATION 57

Une équation différentielle linéaire homogene (H) : Y’ = AY (ol1 A est constante en t) a ses
solutions maximales définies sur R et le probleme de Cauchy

Y'= AY
Y(0) =y

a pour (unique) solution ¢ — e"y,.

APPLICATION 58

Equation de Sylvester.

Soient A et B € .#,,(C) deux matrices dont les valeurs propres sont de partie réelle strictement
négative. Alors pour tout C € .4, (C), 'équation AX + XB = C admet une unique solution X
dans .4, (C).

3. Etude d’une suite de polygones

Déterminant circulant.
. 2in
Soient n € N* et ay, ..., a,_, € C. Onpose w = e = . Alors

a, a an-1
ap-1 Gy Ap—2 ’ﬁlp( /)
= W
: i
a, a ag

ot P =Y "2} a x*.

APPLICATION 60

Suite de polygones.

Soit P, un polygone dont les sommets sont {2 1, ..., Zg , }. On définit la suite de polygones (P;)
par récurrence en disant que, pour tout k € N*, les sommets de Py, ; sont les milieux des arétes
de<P%.

Alors la suite (P,) converge vers l'isobarycentre de P,.
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Annexes

&"“‘#

FIGURE 1 : La suite de polygones.
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