
Agrégation - Leçons

106 : Groupe linéaire d’un espace vectoriel
de dimension finie E, sous groupe de GL(E).
Applications.

Cadre : E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

I) Généralités
Définitions , exemples. produit semi-direct. Caractérisation des
éléments de GL(E).

II) Éléments essentiels de GL(E)

A) Les homothéties
Définition, exemple, caractérisation des homothéties.

B) Les dilatations
Caractérisation des dilatations, exemple. Conjugaison.

C) Les transvections
Caractérisation des transvections, exemple. Conjugaison
dans GL(E) et SL(E), exemple.

III) Étude de GL(E)

A) Générateurs, algorithme du pivot de gauss
Engendrements de GL(E) et SL(E). Application aux cal-
culs de D(GL(E)) et D(SL(E)). Matrice de rang r. En-
semble des matrices échelonnées réduites en lignes. Décom-
position de Mm,n(K) sous l’action de GLm(K).

B) Centres et commutateurs
Centres de GL(E) et SL(E). Cas où K est algébriquement
clos. Opération de PGL(E) sur P(E).

C) Cas des corps finis
Cardinaux des différents groupes, applications aux iso-
morphismes exceptionnels. DEV 1 : dénombrement de
Dn(Fq).

IV) Le groupe orthogonal euclidien
Définition, groupe O(q) et O+(q), exemple. Centres des deux
groupes, suite exacte scindée. Définitions de réflexion et ren-
versement orthogonale, exemples. Engendrements de O(q) et
O+(q) par ces derniers. Application à la simplicité de SO3(R).
Réduction des isométries.

V) Topologie
GL(E) ouvert et dense dans L(E), application. GLn(C) connexe
par arcs, composantes connexes de GLn(R). Compacité de
O(E). Décomposition polaire, application. DEV 2 : mor-
phismes continus de S1 dans GLn(R).

ANNEXES : Représentations d’une dilatation, d’une transvection,
d’une réflexion orthogonale et d’un renversement orthogonal dans
le cas où E = R2 ou E = R3. Différentes actions de GLn(K).
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