Lecon 236 :
calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.

RM
2022-2023

Soit a,b € R avec a < b et I un intervalle de R. Soit n € N*

[lustrer par des exemples quelques méthodes de

1 Calcul direct d’intégrale

1.1 Par primitive

Théoréme 1 : Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors I’application F :
[a,b] = R,z [T f(t)dt est de classe C' et on a F'(z) = f(z) pour z € [a, ).

Corollaire 2 : Toute application continue f : [a,b] — R admet au moins une primi-
tive F, et pour toute primitive F' de f, on a fab f(z)dz = [F]b = F(b) — F(a).

Ezxemple 3 : Ceci est la premiére méthode pour calculer une intégrale. On cherche
une primitive.

On a par exemple o foﬂ/Q cos(z)dz = [sin(av)]g/2 =1.

e Pour un polynéme P(z) = > ;_,arz®, on a fab P(z)de = Y} _,ak fabxkdx =
n prt1 gkt

> k=0 @k 1 ktL |

. 0+°° oz = [arctan(z)]§> = 3.

Application 4 : Pour calculer une fraction rationnelle de R(X), on décompose F
en elements simples sur R. On est donc ramené & calculer les primitives de la forme
i (I oy (h € N*) et [ 4t da(c? — 4d < 0,h € N*) par linéarité de Dintégrale.
On obtlent en primitive :

1 .
—————w— +k si h#1
e I 7

log|lz —a|+k si h=1
. b _ s
® On écrit = 0w = P By | O

20(z—p)
T T
miére primitive, et la deuxiéme par un changement de variable puis des ipp.

On obtient facilement la pre-

[(z—p)2+q

Exemple 5 : On obtient par cette méthode que

/ 11—z z+1 n 2 ¢ 2m+1+k
r = — arctan ——— + k.
(2 + 1z +2)? 224+z+1 3 V3
4

Exemple 6 : Pour intégrer x — cos*z, on peut linéariser et on obtient cos®z =
cosdr y cos2r 4 3 On primitive alors facilement.

1.2 Par intégration par partie

Théoreme ( Intégration par partie ) 7 : Soient u,v : [a,b] — C deux fonctions

de classe C'. Alors

/ab u(z)v' (z)dx = [u.v]® — /ab ! (z)o(x)dz.

Avec cette technique, on peut montrer que l'intégrale de dirichlet
Smt n’est pas inté-

Ezxzemple 8 :
f0+°° gl?tahf est convergente. Attention cependant, la fonction ¢ —
grable sur RT.

% sin" xdz les intégrales de Wallis,
= %In_g pour n > 2. En

Ezxemple 9 : Si on pose pour n € N, I,, = fow/
alors on obtient avec une intégration par partie que I
calculant Iy et I1, on en déduit I, et Iy .

Ezemple 10 : Soit T : x — [
intégration par partie que I'(x + 1)
n € N.

e~'t*=1dt pour x € R}. Pour 2 > 0, on trouve par
= zI'(z). On en déduit que I'(n 4+ 1) = n! pour

1.3 Par changement de variable

Théoréme ( Changement de variable ) 11 : Soit ¢ : [a,b] — R une application
de classe C' et f : I C R — R une application continue par morceaux telle que

©([a,b]) C I. Alors
b ()
/ )¢ (t)dt = / F(u)du.
e e(a)

Remarque 12 : En conjuguant ce théoréme avec la relation de Chasles, on ob-
tient : e Soit f [-a,a] — R continue par morceaux. Si f est paire, alors
[, f(@)de =2 [ f(x)dz. Si f est impaire, alors [ f(z)dz = 0.

e Soit f : R — R une application continue par morceaux et T-périodique. Alors
pour tout a € R, fa+T t)dt = fOTf t)dt

Application ( Régle de Bioche ) 13 : On veut calculer une primitive d’une
fonction rationnelle en sin x, cos . Notons la R(sinz,cosz). Alors

e Si R(sinx, cos z)dx reste inchangé en changeant « en m — x, on pose ¢t = sinz.

e Si R(sinx, cos x)dx reste inchangé en changeant x en —z, on pose t = cosz.

e Si R(sinx,cos x)dx reste inchangé en changeant = en 7 + x, on pose ¢t = tanx.
Ezemple 14 : On veut calculer [ lilc%dx On remarque que I'expression dans
Iintégrale reste inchangé en changeant x en —z, on pose donc t = cosx. On obtient

alors [ dx = f_ll hf; dt = 1dt =7 — 2.

sin® z
1+cos2

1
f—l#_



Théoréeme ( Changement de variable multidimensionnel ) 15 : Soient U

et V deux ouvert de R™ et ¢ un difféeomorphisme de U sur ¢(U) = V.
Si f:V — R* est mesurable alors

[ o= [ (7ol

Exemple 16 : Pour une fonction f intégrable sur R%, on a comme changement de
variable dit coordonnées polaires que

+oo ™
/ f(x,y)dxdy:/ / f(rcos,rsin@)drdd.
R2 r=0 JO=—m

. + .2
Ceci nous permet de retrouver que f_;o e " dx = /7.

2 Calcul indirect d’intégrale

Par Fubini

On prends (E1,7Ti,p1) et (Ea, T2, pu2) deux espace mesurés avec 7 = T1 ® Tz et
0= p1 ® po avec uy et uo o-finies.

2.1

Théoréme ( de Fubini-Tonelli )
tion mesurable. Alors :

1) Les applications y — f(z,y) Vo € Ej et  — f(z,y) Yy € Es sont mesurables.
Les applications z € E; — sz flz,y)dpa(y) et y € By — fEl f(z,y)dps (z) sont
mesurables.

1) L’intégrale de f par rapport & la mesure produit p est donnée par

[El ( o (may)duz(y)> dys (z)
B /E ( @y <x>) du ()

Théoréme ( de Fubini ) 18 : Soit f : Fy x E; — R une fonction mesurable et tel
que f est p-intégrable. Alors :

i) Pour presque tout x € Ej, Papplication y — f(z,y) est po-intégrable. Pour
presque tout y € Fa, Papplication « — f(,z,y) est ui-intégrable.

ii) Les applications y — [, f(z,y)dui(z) et z = [ f(2,y)dus(y) sont bien
définis presque partout et intégrables respectivement sur Es et Fj.

17 : Soit f : Ey X Ey — [0,400] une fonc-

/E S E flz,y)d(pr ® uo)(z,y) =

ii1) L’intégrale de f par rapport & p est donnée par

/El < . f@,y)dps (y)> dyn ()
/Ez ( X f(x’y)dul(x)> dpz(y).

Remarque 19 : La o-finitude est importante. De plus, on peut utiliser le théoréme
de Fubini-Tonelli pour avoir ceci : si l'une des trois intégrales suivantes

n=[ ey B[ (f 2 el ) dios (o)

n= | (f 1 )l () dia)

est finie alors il en est de méme pour les deux autres. La fonction f est alors p inté-
grable et on a le point i) du théoréme de Fubini.

On utilise ceci pour prouver par exemple 'interversion entre une intégrale et une série
convergente.

/ F)d() (@y) =
E1xEo

Théoréme 20 : Soit (f,)n>0 une suite de fonctions p-intégrables sur X telles que
la suite numeérique Y70 [ | fn|du converge. Alors la série de fonctions Y150 f(z)
converge absolument pour u-presque tout @ € X. De plus, la fonction f ( définie p—p.p
) par f(x) = Z:zoo fn(x) est p-intégrable sur X et on a

/X fdu:g; /X fudp.

2.2 Paramétrisation et interversion limite-intégrale

Soit (X, A, ;1) un espace mesuré.

Théoréme ( de convergence dominée ) 21 : Soit (fy,)n>1 une suite de fonc-
tions complexes mesurables de (X, A4, 1) dans (C, B(C)) telle que
i) Pour p-presque tout = € E, lilf fulx) = f(2).
n—r+00

i1) il existe une fonction positive g, p-intégrable sur X et telle que |f,(z)| <

g(@) p—pp.
Alors la fonction f ( définie u — p.p ) est p-intégrable et on a

lim

/|fn*f|d,u:0 et lim /fnd‘u,:/fd’u
n—-4o0o X n—-+oo % <



Soit f :
1. On a alors que hm fo

Application 22 : [0,1] — R strictement croissante telle que f(0) = 0 et
) =

dominée.

t)"dt = 0 grace au théoréme de convergence

Théoréeme ( Dérivabilité sous le signe intégrale ) 23 : Soit I un intervalle
de Ret f:Ix X — C. On suppose que

i) Pour tout « € I, t — f(x,t) est mesurable et il existe z¢ € I tel que t — f(zo,1)
est p-intégrable sur X.

1) Pour tout t € X, z — f(x,t) est dérivable sur I.

i4i) Pour tout compact K inclus dans I, il existe une fonction gk p-intégrable telle
Lw,t)| < gie(0)
x,t)du(t) est dérivable sur I et on a, pour tout

of
x Oz

que pour tout z € K, on a, pour 1 presque tout t € F, ’

= Jx /(

F(2) =

Alors la fonction z — F(x
zel,

= (@, t)dp(t).

Développement 24 : En étudiant la fonction F : 2 — f+°° —at m(t) dt,

on trouve que
Dev 1
+oo ;
sin(?
/ in( )dt _T
0

t 2

2.3 Par l’analyse complexe

Théoréme ( Holomorphie sous l'intégrale ) 25 : Soit V un ouvert de C et
f:VxX—=C,(z,z) = f(z,2). On suppose que

e Vz € V, la fonction x — f(z,z) est mesurable et Vz € X, la fonction z — f(z,x)
est holomorphe sur V.

e Pour tout compact K inclus dans V, il existe une fonction intégrable gx telle
que pour tout z E K, on a pour tout = € X, |f(z,2)| < gkx(x). Alors la fonction

2z F(z) = [y f(z,x)dp(x) est holomorphe sur V.

Définition 26 : Soit 7 :
pose ind,(z) = 5 v E Ez
intuitivement, ind.(z) est 1
décrit [a, b].

[a,b] — C un lacet et U = C\ imy. Pour z € u, on
. Alors I'application z — ind,(z) est & valeurs dans Z et

"nombre de tour" décrit par v(¢) autour de z quand ¢

Définition 27 : Soit U un ouvert de C, f € M(U), et a € U un podle d’ordre m
de f. La partie principale de f en a est P(z) = Y, a_x(z —a)~*. On dit que a_4
est le résidu de f en a, et on note a_; = Res(f,a).

9(z)
h(z)

Remarque 28 : Pour calculer des résidus dans la pratique, on pose f(z) =

(z—a)™h1(z), avec hy(a) # 0 et a un pole de f d’ordre
a)f(z) = et comme h'(a) = hi(a), on

(f, g holomorphes) avec h(z) =
m. Sim =1, alors Res(f,a) = lim(z —

zZ—a
obtient Res(f,a) = ]f'(((;))'
Sim>1,0na Res(f,a) = lim (2

a)™ f(z))m !

Théoréeme ( des résidus ) 29 : Soit U un ouvert convexe de C, ay,...,a, des
points deux a deux distincts de U et f € H(U \ {a1,...,a,}). On suppose que chaque
ar est un pole de f. Si y est un chemin fermé dans U dont I'image ne contient aucun
des ay, on a :

/ f(z)dz = QiWiindy(ak)Res(f, ag).
gl k=1

Remarque/exemple 30 : C’est un outil extrémement puissant pour calculer des

intégrales.

Par exemple, on trouve grace aux théoréme des résidus que pour 0 < a < 1, on a
+o0 ea® _ . m

f ') 1+eﬂ"dx sinam”

Développement 31 : La fonction caractéristique de la loi normale

N(u, o) est

1
” 12
exp(ip )emp( 57 ) ov 2

La fonction caractéristique de la loi de Cauchy C(a, b) est

eiate—b\ﬂ

3 Calcul par des méthodes annexes

3.1 Par les séries de Fourrier

Définition 32 : Soit f : R — C une application 27-périodique et continue par
morceaux sur R. On appelle coefficients de Fourrier exponentielle et trigonométrique
de f les nombres complexes définis par Vn €7, cn( = 1/27r j;% f(t)e~"dt¥n € N

an(f)=1/7 02 f(t) cosntdt et Vn € N*, =A/r fo t) sin ntdt.
On appelle série de Fourrier associé a f la série trlgonometrlque Y nez

ao(f)/2+ >, en+ (an(f) cosnx + by, (f) sinnz).

cn(f)ei™® ou

Remarque 33 : On va montrer aprés des cas de convergence.

Proposition 84 : En posant by(f)

0, on a pour tout n € N que a,(f) =
en(f) + c—n(f) et bu(f) = i(en(f) — c—n(f))

o).



Proposition 85 : Soit f une fonction continue et de classe C! par morceaux sur
[0,27]. Alors f’ est continue par morceaux et 2m-périodique, et on a pour tout

n € Z,cy(f") =incy,(f).

Remarque 36 : Si f est de classe C*~! sur [0, 2] et C¥ par morceaux sur ce segment,
on obtient par itération que pour tout n € Z, ¢, (f*)) = (in)*ec, (f).

Proposition 37 : Soit f : R — C 2m-périodique et continue par morceaux sur
R. Alors :

Si f est paire, alors b, (f) =0 et a,(f) = 2 [ f(t) cos ntdt.
si f est impaire, alors a,(f) = 0 et b,(f) = 2 [ f(t) sin ntdt.

Théoréme ( Egalité de Parseval ) 38 :

périodique et continue par morceaux.
Alors les séries Y., 5 [en ()% D lan(f)[%, D [bn(f)[? convergent et on a

+o0 ) 1+00b ) 1 27 2
S lenthl = . Zmn Py P =g [ lora

Théoréeme ( Riemann-Lebesgue ) 39 : Soit f : I = [a,b] — C une fonction con-
lim [ f(t)eirtdt =
|z| =400 ° ¢

Soit f : R — C une fonction 27-

|a0

tinue par morceaux et intégrable sur un intervalle I de R. Alors
0.

Théoréme ( Jordan-Dirichlet ) 40 : e Si f est 2mw-périodique et de classe C!
par morceaux, alors pour tout x € R, la série de Fourrier de f converge en ce point x
vers w En particulier, si f est continue en x, la série de Fourrier de f en x
converge vers f(z).

e Si f: R — C est une fonction 2m-périodique, continue et C! par morceaux, alors la

série de Fourrier de f converge normalement vers f sur R.

Application 41 : Ceci nous permet de calculer par exemple les ((2k) pour k € N

avec ((k) = 3, L.

Ezxzemple/Application 42 : En étudiant les coefficients de Fourrier de f(z)=1— fr—z
7], on en déduit que ¢(2) = 72/6,¢(4) = 7*/90, 31 2 = m?/8.

2n—

sur [—,

Application 43 :

Nous avons les résultats suivants pour les intégrales de Fresnel
0+°o sin(t?)dt =

3 \f et [ cos(t?)dt = f

3.2 Meéthode de Monte-carlo
On se place dans un espace probabilisé (2, F,P).

Théoréme ( Lot forte des grands mombres ) 44 : Soit (X,),>1 une suite de
variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distribuées telle que E[| X;]|] <
+o00. Alors la suite S,, = L 3" | X; converge presque sirement vers E[X1].

Application ( Méthode de Monte-Carlo ) 45 : Soit g : [0,1]¢ — R une fonction
intégrable telle que g* est intégrable. Soit (X;);>1 une suites de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme sur [0, 1]<.

Alors la suite (1/n)"7 | g(X;)),~, converge presque stirement ( et dans L' ) vers

I= f[O,l]d g(z)dz.

Remarque 46 : Cette méthode permet donc de calculer des intégrales, ou encore
des approximations de certains nombre en les reliant & un aire.

Application 47 : On peut faire une approximation de 7 avec cette méthode. On
tire uniformément = et y dans [0,1] et on fait la proportion notée m du nombre de

point dans le quart de cercle de rayon 1 et le carré de c6té de 1. On a alors que m est

une approximation de 7 et donc 4m est 'approximation cherché.
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