Lecon 234 : Fonctions et espaces de fonctions
Lebesgue-intégrables.
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Sauf mention contraire, le corps K est égale & R ou C dans la suite. On prends ’espace
mesurable (X, A) et 'espace mesurée (X, A, 1) dans la suite.

1 Théorie de l'intégration de Lebesgue

1.1

Définition 1 : Soient (X,.A) et (Y,B) deux espaces mesurables. Une fonction f :
(X, A) — (Y, B) est mesurables si

Fonctions mesurables

VBeB, [fYB)cA

Remarque 2 : Dans les applications courantes,Y = R,RT, C,R, R? et est muni de sa
tribu borélienne. On omettra alors couramment de faire figurer celle-ci.

Ezxemple 3 : e La fonction indicatrice 14 est mesurable si et seulement si A € A.
e Toute fonction constante f : X — Y est mesurable.
e Toute fonction continue est mesurable.

Proposition 4 : La composée de deux fonctions mesurables est une fonction mesurable.

Proposition 5 : Soient f,g: (X, A) — (K,B(K)) deux fonction mesurables. Alors
pour tout o dans K, on a af + g et fg mesurable. On en déduit que I’ensemble des
fonctions mesurables de X dans K est une K-algébre.

Proposition 6 : Soit (f,),>1 une suite de fonctions mesurables de (X, A) & valeurs
dans (R, B(R)).

1) sup,, [ et inf, f, sont mesurables.

ii) lim,, f,, et lim, f,, sont mesurables.

iii) Si fn, = f ( convergence simple), alors f est mesurable.

Définition 7 : Une fonction f : (X, A) — (K, B(K)) est étagée si elle est mesurable
et ne prends quun nombre fini de valeurs. On note &g (X, A) = {f : (X, A) —
(K,B(K)),/ etagee).

Remarque 8 : On peut écrire une fonction étagée f sous sa forme canonique qui

est

f = Z Oél{f:a}.
a€f(X)
Les fonctions étagées jouent dans la construction de l'intégrale de Lebesgue le role

dévolu aux fonctions en escalier dans la théorie de Riemann.

Théoréme ( Lemme fondamental d’approzimation ) 9 : Soit f : (X, A) — R, R
ou C mesurable. Il existe une suite (f,),>1 de fonctions étagées, telle que, pour tout
z € C, lirf fn(z) = f(x). En outre,

n—-+0oo

i) Si f > 0, on peut choisir la suite (f,)n>1 croissante et positive.
1) Si f est bornée, on peut choisir la suite (f,)n>1 de facon que f, converge uni-
formément vers f.

Remarque 10 : Le lemme fondamental d’approximation consiste & approcher une
fonction f en découpant réguliérement I'axe des ordonnées, au lieu de celui des ab-
scisses comme les fonction en escaliers pour intégrale de Riemann.

1.2 Intégrale de Lebesgue

1.2.1 Des fonctions mesurables positives

Définition 11 : Soit f € Eg+(X,.A). L’intégrale de f par rapport & la mesure p est
—+
au({f = a}) e E.

définie par
/ fdp =
X a€f(X)

Ezemple 12 : 1) Soient yu = J§, la mesure de dirac au point a € X et f: X — RT
une fonction ne prenant qu'un nombre fini de valeurs. Alors [  fdu = f(a).

2) Soit m la mesure de comptage sur (X, P(X)). Alors si la fonction f: X — R*
ne prends qu’un nombre fini de valeurs, on a [, fdm = Paepx) acard({f = a}).

Proposition 13 : Soient f, g deux fonctions étagées positives

i) [ (f +9)du = [y fdu+ [y du (additivite).
i) f<g<e [y fdu< [y gdp (croissance).
iii) Pour tout A >0, [ AMfdu = X [ fdu (positive homogénéité).

Définition 14 : Soit f une fonction mesurable positive ( ie mesurable de (X, .A)
dans (R, B(R")) ). On pose alors

/ fdp = sup {/ edp, o < f,p € 5R+(A)} :
X X
On dit que f est p-intégrable si [ fdu < +oo.



Théoréeme ( Convergence monotone ou Beppo Levi ) 15 : Soit (f,)n>1 une
suite croissante de fonctions positives mesurables. Alors f = lim est mesurable et

n—-+oo
[ gan= tim_[ g
b'e n—+oo X

Proposition 16 : On peut étendre les propriétés 13 aux fonctions mesurables posi-
tives.

on a

Proposition 17 : Soit f une fonction mesurable positive. Alors

/deu@u({f¢0}):0

Remarque 18 : Au lieu de noter pu({f # 0}) = 0, on préfére utiliser la forme
f=0 u—p.p, pour "presque partout".

1.2.2 Des fonctions mesurables réelles

Définition 19 : Soit f : X — R mesurable, on pose alors f* : X — [0, +o0] et
f7 X = [0,400] tels que f*(z) = max(f(z),0) et f~(x) = —min(f(z),0). On a
alors f = fT — f=|fl|=f"+ f. Deplus, fT et f~ sont mesurables.

On dit alors que f est u-intégrable sur X si f et f~ sont u-intégrable sur X. On a

alors
/X fu = /X frdu - /X fdp

Proposition 20 : Soit f : X — R mesurable.
seulement si |f| est p-intégrable sur X et on a

L/;fdulﬁt[;.ﬂdu

On note alors £ := L4 (X, A, ) Pespace des fonction intégrables.

Alors f est u-intégrable sur X si et

Théoréme 21 : L’application f — fX fdp est une forme linéaire positive, c’est-
a-dire que f > 0= fX fdu > 0 et est donc croissante.

Remargue 22 : On sait alors intégrer les fonctions & valeurs dans C car f = u + iv.
Donc f est intégrable si et seulement si u et v sont intégrable.
1.2.3 Par rapport a l'intégrale de Riemann

Théoréme 28 : Soit a,b deux réels tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction
mesurable. Alors si f est Riemann intégrable sur [a, b], elle est Lebesgue intégrable sur

[a,b] et son intégrale de Lebesgue coincide avec son intégrale de Riemann. On a

[a)b]f( /f t)dt et /[ab] £)|dA(t) /|f )|dt.

Remarque/Exemple 24 : Attention, la réciproque est fausse, et c’est d’ailleurs ce
qui donne un intérét a l'intégrale de Lebesgue. Par exemple, la fonction 1gng 1) est
Lebesgue intégrable mais pas Riemann intégrable.

Théoreme 25 : Une fonction f : [a,b] — R mesurable est Riemann intégrable sur
[a,b] si et seulement si f est continue presque partout sur [a, b].

1.3 Théorémes de convergence

Théoreme ( Lemme de Fatou ) 26 :
fonctions mesurables positives. Alors on a

Soit (fn)n>0 une suite quelconque de

X n—+4oo n—+oo JX

Théoreme ( de convergence dominée ) 27 : Soit (f,)n>1 une suite de fonctions
complexes mesurables de (X, A, u) dans (C, B(C)) telle que
i) Pour p-presque tout x € E, lim f,(z) = f(x).
n—+00
i1) il existe une fonction positive g, p-intégrable sur X et telle que |f,(z)| <

g9(x) p—pp
Alors la fonction f ( définie p — p.p ) est p-intégrable et on a

/|fn*f|d,u:0 et lim /fnd‘u,:/fd’u
X n—-4o0o X X

Soit f : [0,1] — R strictement croissante telle que f(0) = 0 et
lim [ /(1)
n—-+oo

lim
n—-+oo

Application 28 :
f) =

dominée.

1. On a alors que "dt = 0 grace au théoréeme de convergence

Théoréme 29 : Soit (fn)n>0 une suite de fonctions p-intégrables sur X telles que

la suite numérique 3% [ [ fn|du converge. Alors la série de fonctions 3% fn(2)

converge absolument pour p-presque tout @ € X. De plus, la fonction f ( définie p—p.p
%0 f.(x) est p-intégrable sur X et on a

) par f(x) = 3075
+oo
/X =3 /X I

Théoreme ( Continuité sous le signe intégrale ) 30 : Soit E un espace métrique
et f: ExX —Ctel que f: (x,t) — f(x,t). Soit zop € E. On suppose que



1) Pour tout = € E, l’application t — f(x,t) est mesurable.

i1) Pour p-presque tout ¢ € X, 'application x — f(z,t) est continue au point .

i7i) Il existe un voisinage V' de ¢ inclus dans E et une fonction g p-intégrale tels
que pour tout x € V, on a, pour u-presque tout t € X, |f(x,t)| < g(t).
Alors la fonction F : 2 — [y f(x,t)du(t) est continue en zo.
Théoréme ( Dérivabilité sous le signe intégrale ) 31 : Soit I un intervalle
deRet f: I x X — C. On suppose que

i) Pour tout © € I, t — f(x,t) est mesurable et il existe z¢ € I tel que t — f(xq,t)
est p-intégrable sur X.

1) Pour tout t € X, x — f(z,t) est dérivable sur I.

ii1) Pour tout compact K inclus dans I, il existe une fonction gk p-intégrable telle

(2.8)] < gre(t).
x,t)du(t) est dérivable sur I et on a, pour tout

o,
- [ S0t

1.4 Intégration sur un espace produit

On prends (Ei,Ti,p1) et (Eg, T2, p2) deux espace mesurés avec 7 =
W= 1 @ uo avec py et uo o-finies.

que pour tout x € K, on a, pour W presque tout t € E, ’

= Jx /I

Alors la fonction z — F(x
rzel,

Ti @ Tz et

Théoréeme ( de Fubini-Tonelli ) 32 :
tion mesurable. Alors :

1) Les applications y — f(z,y) Vo € Ej et x — f(z,y) Yy € Es sont mesurables.
Les applications z € Ey — [, f(z,y)dus(y) et y € Ex = [, f(z,y)dui(z) sont
mesurables.

1) L’intégrale de f par rapport a la mesure produit u est donnée par

/El ( . f(w,y)duz(y)) dy ()
/Ez < . f (x,y)dm(x)) dpis (y)

Théoréme ( de Fubini ) 33 : Soit f: E; x E; — R une fonction mesurable et tel
que f est u-intégrable. Alors :

i) Pour presque tout z € FEj, lapplication y — f(x,y) est uo-intégrable.
presque tout y € Ey, Papplication z — f(,x,y) est pi-intégrable.

i1) Les applications y — fEl flz,y)dpi(z) et © — fE2 f(z,y)dusa(y) sont bien
définis presque partout et intégrables respectivement sur Es et Fj.

Soit f : By x Fy — [0,+00] une fonc-

/ F@y)d(un @ i) (@y) —
FEi1QE>

Pour

ii1) L’intégrale de f par rapport & p est donnée par

/El < . f@,y)dps (y)> dyn ()
/Ez ( B f(x’y)dul(x)> dpz(y).

Remarque 34 : La o-finitude est importante. De plus, on peut utiliser le théoréme
de Fubini-Tonelli pour avoir ceci : si l'une des trois intégrales suivantes

n=[ ey B[ (f 2 el ) dios (o)

n= | (f 1 )l () dia)

est finie alors il en est de méme pour les deux autres. La fonction f est alors p inté-
grable et on a le point i) du théoréme de Fubini.

On utilise ceci pour prouver par exemple 'interversion entre une intégrale et une série
convergente.

/ F)d() (@y) =
E1xEo

Théoréme ( Changement de variable ) 35 : Soient U un ouvert de RY et

¢ : U — V un C!'-diffeomorphisme.
i) Si f:V — [0, +00] est mesurable alors

/Vf (v)dv = /U f 0 $(u)|y (u)]du.

i1) Si f: V — C mesurable et u — f o ¢(u)|Jy(u)| est intégrable sur U, alors on a
’égalité ci dessus.

Exzemple 36 : Pour une fonction f intégrable sur R?, on a comme changement de
variable dit coordonnées polaires que

/ f(z,y)dady —/ / f(rcosf,rsinf)drdd.

too g2 —
o e Tdr = /7.

Ceci nous permet de retrouver que f_

2 Espace L[?

Définition 37 : Pour p € [0,400], on désigne par LP(X, A, u) ensemble des ap-
plications f de X dans C mesurables telles que [ |f|Pdu < 4o00. On pose ||f|, =



&=

(fx |f|pdﬂ)' .
On note L (X, A, 1) I'ensemble des fonctions f : E — C mesurable telles que || f|loco =

inf{M : p({|f] > M}) =0} < +o0.
Proposition 88 : Pour p € [1,4+00], LP est un espace vectoriel.

Théoréme ( Inégalité de Holder ) 89 : Soient p € [1,+00] et ¢ sont conjugué,
feLr(u).g € L9un). Alors fg e LM(n) et

gl < 1 £1lpllgllq

Remarque 40 : Lorsque p = q = 2, 'inégalité de Hdolder est dans ce cas connue sous
le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréeme ( Inégalité de Minkowski ) 41 : Soient p € [1,4o00[ et f,g € LP(u).
Alors

1f + gl < [If1lp + llgllp
Proposition 42 : Soit p € [1,400]. On pose sur £P(u) la relation d’équivalence

f~ge f=9g p—pp On pose alors LP(u) = L(u)/ ~ V'ensemble des classes
d’équivalences.

Remarque 43 : 1l faut attention au fait que ’on note abusivement de la méme
maniére f dans LP et LP.

Corollaire 44 : Grace a 'inégalité de Minkowski, on en déduit que LP(u) est un
espace vectoriel normé pour |.||,.

Développement ( Théoréme de Riesz-Fisher ) 45 : Pour tout
p € [1,400], LP(u) est un espace de Banach ( complet pour la norme
I|l.Ilp)- De plus, tout suite qui converge dans L” admet une sous suite qui
converge p-p.p.

Dev 1

3 Application a la transformée de Fourier

Définition 46 : Soit f € L*(R). On appelle transformée de Fourier ( conjuguée ) de
f Papplication notée f ou F(f), définie pour tout £ € R par

e HE (@) et F(H©) = [ T fla)da

R

(&) = F(H(©) = /

R

Proposition 47 : La transformation de Fourier F est une application linéaire con-
tinue de (L'(R), [|.[[1) dans (Co(R), [|-[u)-

Théoreme ( de Rieman-Lebesgue ) 48 : On a élim f(e)=o.
—+00

Ezemples 49 : Pour a >0 : 1) ]—"(1[_%7%])(5) _ sinﬂzag
2
i) Fle )0 = e

iii) F(e=')() = /T exp (-7 ).
) F (ﬁ) (€) = me2malél,

Définition 50 : On note S(R) lensemble des fonctions f définies sur R & valeurs
dans C vérifiant les deux propriétés suivantes
i) f est indéfiniment dérivable sur R.
i1) f et toutes ses dérivées sont & décroissance rapide. Autrement dit pour tout
(p,q) € N?,
lim 2P f@(z) = 0.

|z|—+o0

.’L‘2

Exzemple 51 : La fonction x — e~ *" appartient a S(R).
Théoreme 52 : S(R) est dense dans Co(R) et LP(R) pour tout p € [1, +o0].

Théoréme 53 : La transformation de Fourier F est un automorphisme de S(R)
et a pour automorphisme réciproque F.

Développement ( Théoréeme de Plancherel ) 54 : Avec la conven-
tion de transformée de Fourier e~**¢, L’application

P: SMR) — L3*R)
foe AFW Dev 2

posséde un unique prolongement continue & I’espace L?(IR) et ce prolonge-
ment est un isomorphisme isométrique.

Remarque 55 : Dans beaucoup d’autre référence, on montre ce prolongement en
partant de L'(R) N L?(R) au lieu de S(R). Cela se passe bien dans S(R) d’aprés le
théoréme 52.

Remarque 56 : Par abus de notation, on note encore F(f) ce prolongement qui
définie alors la transformée de Fourier sur L!(R) U L?(R). 11 faut donc faire attention
a distinguer la transformée de Fourier sur L'(R) et L?(R), mais qui coincident sur
LY(R) N L?(R).
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