Lecon 220 : Equations différentielles ordinaires. Exemples de
résolution et d’études de solutions en dimension 1 et 2.
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Soit K un corps qui est R ou C. Soit n € N*.

1 Equations différentielles ordinaires

1.1

Soit Q un ouvert de R x KN, f: Q — K avec I un intervalle de R.

Définitions et premiére propriétés

Définition 1 : Une équation différentielle résolue par rapport a la dérivée est de la
forme y' = f(¢,y). Une solution est une fonction dérivable y sur I telle que y' = f(¢,y)
pour tout ¢ dans 1.

Ezxzemple 2 : La fonction y(t) = t? est une solution des équations différentielles
y' = 2t,tyl — 2y = O, (y/)2 — 4y = 0.

Définition 3 : Soit N € N*. Soient Q un ouvert de R x (KN¥)" et f:Q — KV. Une
équation différentielle d’ordre n dans KV est de la forme 3™ = f(t,y, 4/, ...,y" D).

Remarque 4 : Si N =1, on parle d’équation différentielle scalaire. Sinon d’équation
différentielle vectoriel.

Il est important de préciser sur quel intervalle I une fonction y est solution.

On parle d’équation différentielle ordinaire pour indiquer que la fonction inconnue y
dépend d’une seule variable réelle t.

Yy Yy
Y, y'

Proposition 5 : En considérant Y = . = , I’équation différen-

Ynfl y(nfl)

tielle d’ordre n dans K™ est équivalente a I’équation différentielle d’ordre 1 dans K™V
Y1
Y,
suivante : Y/ = F(¢t,Y) avec F(t,Y) = :
Y(n—1)
f(&Y)

Remarque 6 : Cela nous permet de nous concentrer sur la résolution des équations

différentielles d’ordre 1. On sa rameéne donc a 1’équation différentielle y' = f(¢,y).

Ezemple 7 : On raméne ’équation différentielle y” = 3y’ — ty> sous la forme

, _ (Yo _ (v _ n
Y_f(t,Y)enposantY—<Y1 =y et F'(t,Y) = YoY; — tv3 )

Définition ( Probléeme de Cauchy ) 8 : Soit (tg,y0) € Q. Le probléme de
Cauchy avec donnée initiale (tg,yo) consiste a trouver les solutions de y' = f(t,y) sur
un intervalle I telle que tg € I et y(to) = yo, appelé condition initiale.

Ezemple 9 : La fonction y : R — R définie par y(t) = 2e~* est une solution de
léquation différentielle y' + y = 0 avec la condition de Cauchy y(0) = 2.

Définition 10 : Une solution y est dite maximale si elle n’admet pas de prolongement
stricts ( autre qu’elle méme).
Une solution y est dite globale si dans le cas Q = I x ', alors y est définie sur 1.

Proposition 11
générale.

: Une solution globale est maximal. La réciproque est fausse en

Ezemple 12 : La fonction y : R — R définie par y(¢) = e’ est une solution globale,
donc maximal, pour 1’équation différentielle 3’ = v.

Remarque 13 : La question de 'unicité, par exemple dans le probléme de Cauchy,
nécessite de considérer alors les solutions maximales, car la restriction d’une solution
est solution.

Proposition 14 : Soit a une fonction de I dans K. Soient to € I et yo € K. La
solution maximal ( et définie sur I donc globale ) de ’équation différentielle ' = a(t)y,

avec y(to) = Yo est y(t) — yoeffto G(S)ds.

1.2 Existences et unicités des solutions maximales

Définition 15 : Une fonction f: Q — H§N est dite localement lipschitgienne par rap-
port & la deuxiéme variable si pour tout (¢,7) € Q, il existe Cy = [t =T, ¢+T| x Bf(g,r)
avec T, r > Oet k > 0 tels que pour tout (¢,y1), (t,y2) € Co, on a || f(t,y1) — f(t,y2)|| <
Kllyn — vl

Théoréme ( Cauchy-Lipschitz locale ) 16 : Soit f : Q — K~ continue et
localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable. Soit (tp,y0) € Q. Alors
il existe une solution maximal et une seule y : I — KV telle que y(to) = yo. De plus,
Iintervalle I est ouvert.



Définition 17 : Soit @ = I x X ot I est un intervalle de R et X ¢ KV. Une
fonction f : O — KY est dite globalement lipschitzienne par rapport a la deux-
iéme variable, uniformément par rapport & la premiére variable, si pour tout inter-
valle compact J C I, il existe k& > 0 tel que pour tous (¢,y1),(¢,y2) € J x X, on a
1f (& y1) = f(&y2)ll < Ellyr — yell-

Théoréme ( Cauchy-Lipschitz Globale ) 18 : Soit I un intervalle de R et
f:IxKN = KY continue et globalement lipschitzienne par rapport a la seconde
variable et uniformément par rapport & la premiére. Soit (to,10) € I x KV. Alors il
existe une solution globale et une seule y : I — K telle que y(to) = yo.

Théoréme ( Cauchy-Lipschitz linéaire ) 19 : Soient I un intervalle de R,
A€C(I,My(K)) et B €C(I,KY). Soit (to,yo) € I x KV. Alors il existe une solution
et une seule y : I — K de v/ = A(t)y + B(t) telle que y(tg) = yo-

Exzemple 20 : Soit i = t?e¥. Comme f(t,y) = t?e¥ définie sur R x R est de classe C?,
elle est continue et localement lipschitzienne. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous
donne Dexistence et 1'unicité d’une solution maximal sur I avec y(tp) = yo.

1.3 Prolongement des solutions, passage du maximal au global

Lemme ( de Gronwall ) 21 : Soit I un intervalle de R, to € I, a € R et u,v €
C(I,R). Supposons u,v > 0 et que, pour tout ¢ de 4, on ai u(t) < a -+ ’ftto v(s)u(s)ds‘.

Alors pour tout ¢t de I, on a u(t) < ae’fto U(S)dS(.

Lemme 22 : Sous les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz locale, si = et
y sont deux solutions, définie sur un intervalle I, qui coincident en un point de I, alors
elles coincident sur tout I.

Théoréme ( d’explosion en temps finie ) 23 : Soient ) un ouvert de R x K
et f:Q — KV continue et localement lipschitzienne. Soit y :Jc,d[— K une solution
maximale de ' = f(t,y). Alors (¢,y(t)) sort de tout compact de Q quand ¢ — d. Plus
précisément, pour tout compact K inclus dans €2, il existe un voisinage V' de d tel que
(t,y(t)) ¢ K pour tout t € V. De méme quand ¢ — c.

Corollaire ( Théoréme des bouts ) 24 : Soient Q =]a,b[xKN et f: Q — KV

continue, localement lipschitzienne. Soit y €]c,d[— K" une solution maximale de

y = f(t,y). Sid < b, alors on a ||y(t)]| =, oo Ceci veut dire aussi que si t — y(t)
t—

est bornée, alors d = b.

Proposition 25 : Soit |a,b[ un intervalle de R. soit f :]a,b[xRY — RN continue

et localement lipschitzienne. Si on suppose que f est bornée, alors toute solution
maximale de ' = f(¢,y) est globale.

2 Résolutions d’équations différentielles

2.1 Equations différentielles linéaires

On cherche A résoudre les équations différentielles de la forme y' = A(t)y + B(t) =
f(t,y)ou f:Q — KN avec A € C(I, Mn(K)) et B € C(I,KN), (to,yo) € I x KV.

Proposition 26 : L’ensemble Sy des solutions maximales de y' = A(t)y est un
sous espace vectoriel de C(I,K") de dimension N.
L’ensemble S des solutions de y' = A(t)y+ B(t) est un K-espace affine de direction Sg.

Proposition 27 : Si N =1, alors la solution maximal ( et définie sur I donc globale
) de y' = a(t)y + b(t), avec y(to) = yo est y(t) = yoelo “ O 1 [! p(s)el! w(dugs,

Ezemple 28 : La solution de 'équation différentielle réelle i’ + y = e avec y(1) =0
t —t+2

est y(t) = <=5

Proposition 29 : Si A € Mpy(K) est constante, alors une solution de y' = Ay
est de la forme y(t) = e'AC ou C est un vecteur constant de K. Avec y(to) = o, on
obtient la solution y(t) = e(t~t0) 4y,

. . ¥ =x+2y
Ezxzemple 30 : La solution de { Yy =24y

z(t) = 1/2(3e3¢1 e~ =1y (1) = 1/2(3e3¢-1) — = (t=1)),

avec (1) = 2 et y(1) = 1 est :

Proposition 31 : La solution de 'équation différentielle ' = Ay + B(t) avec y(tg) =
yo est de la forme y(t) = elt—to) Ay, + j;to et=)AB(s)ds.

2.2 Equations différentielles particuliéres

Définition 32 : On appelle équations de Bernoulli les équations différentielles du
type ¥’ = a(t)y + b(t)y® avec o € R différent de 0 et 1 et a,b deux fonctions continues
de J dans R.

Proposition 33 : Pour résoudre cette équation, on pose z = y!~% et on obtient
que 2" = a(t)z + b(t). On est ainsi ramené a une équation linéaire d’ordre 1 que
’on sait résoudre.

Remarque 34 : Si a > 0, alors la fonction nulle est solution. Si de plus a > 1, alors



Cauchy-Lipschitz nous assure qu’aucune autre solution ne s’annule. Si 0 < @ < 1, on
peut faire des raccords de classe C' avec la solution nulle.

Définition 35 : On appelle équations de Ricatti les équations différentielles de la
forme y' = a(t)y? + b(t) + c(t) avec a, b, c des fonctions continues de R dans R.

Proposition 36 : Sion connait une solution particuliére g, on sait résoudre cette
équation différentielle. On pose y = pp+2 et on obtient 2’ = [2a(t)po(t)+b(t)]2+a(t)2?,
qui est une équation de Bernoulli.

Remarque 37 : D’aprés la remarque précédente, on a que comme 2z ne s’annule
jamais, on peut poser z = 1/u et on se rameéne A une équation différentielle du premier
ordre.

2.3 Utilisation des séries entiéres

Remarque 38 : 1l peut parfois étre judicieux de considérer que les solutions d’une
équation différentielle sont des fonctions développable en série entiéres. C’est & con-
sidérer si les fonctions coefficients sont des polynémes.

Ezemple 39 : Pour I'équation différentielle (t2+1)y” +(3t+1)y’+y = 0, en cherchant
une solution développable en série entiére, on trouve que la fonction ¢ — ¢/(1 +t) est
une solution sur R\ {1}.

3 Etude qualitative

Remarque 40 : Comme on peut pas toujours trouver les solutions d’un équation
différentielle, on s’intéresse aux propriétés des solutions ou leur trajectoire.

3.1

Définition 41 : Une équation différentielle autonome est une équation différentielle
de la forme v/ = f(y) ot Q un ouvert de RV et f:Q — RV,

Equations autonomes

Définition 42 : Soit f : Q — RY continue, ot © est un ouvert de RY. La tra-
jectoire d’une solution maximale y : I — RY de y' = f(y) est Pensemble {y(t),t € I}.

Définition 48 : Une fonction E : Q — R de classe C' est appelée intégrale pre-
miére de ' = f(y) si pour toute solution y, on a E'(y(t)) = 0.

Développement 44 On considére le systéme suivant dit proies-
prédateurs de Lotka-Volterra

{ ' = axr — bry
y = —cy +dzy Dev 1
Avec a,b,c,d > 0 et comme condition initiale ((0),y(0)) = (zo,yo) tel
que xg > 0 et yo > 0.

Alors ce systéme de Cauchy admet une solution maximal global et péri-
odique.De plus, nous pouvons prédire I’allure de la courbe ¢ — (x(t), y(t))

3.2 Stabilité des solutions

Soit Q" un ouvert de KV et f : I x ' — K" continue et localement lipschitzienne. On
s’intéresse & y' = f(¢,y). Soit Yy, 4, sa solution maximale pour y(ty) = yo.

Définition 45 : La solution y, ., est stable & droite si :

i) Il existe a > 0 tel que, pour tout y; € Q' tel que ||y1 — yol| < a, la fonction
Yto,y: () est définie pour tout ¢ > t.

i1) Pour tout ¢ > 0, il existe n €]0, o] tel que, pour tout y; € ', si ||ly1 — yoll < 7,
alors [|ysy 4, (t) — ey .40 (t)|| < € pour tout t > .

Définition 46 : Lasolution y, ,, est dite asymptotiquement stable & droite si elle est
stable & droite et attractive & droite, ie s'il existe & > 0 tel que yi, 4, (£)—Uto, 40 () 7 0
—+o00

pour tout y; € Q' tel que ||y1 — yo|| < 9.

Remarque 47 : On peut aussi définir la stabilité & gauche, mais on s’intéresse
physiquement quand on avance dans le temps.

La notion de stabilité peut se comprendre en disant qu’une solution est stable si de
petites perturbations de la donnée initiale conduisent & de faibles variations des valeurs
de la solution pour des temps ultérieurs.

Théoréme 48 : Soit A € My(C).
tions de y’ = Ay sont :

i) stable si et seulement si pour tout i, Re(\;) < 0 ou Re(\;) = 0 et le bloc de
Jordan correspondant est diagonalisable.

i1) asymptotiquement stables si et seulement si Re(\;) < 0 pour tout .

Notons \; les valeurs propres de A. Les solu-

Lemme 49 : Soit ||.|| une norme d’algébre sur M, (C), et soit A € M, (C) une
matrice dont les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative. Alors il
existe a > 0 et A\ > 0 tels que, pour tout ¢ positif ou nul, on ait [|e*4|| < Ae™*%,



Théoréme 50 : Soit f : R™ — R™ une fonction de classe C! telle que
f(0) = 0. On considére ’équation différentielle

{ v = f(y)
y(0) =0

On suppose que la matrice D fy ( matrice de la différentielle de f en 0 )
a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement négative. Alors
0 est un point d’équilibre stable du systéme : pour tout y suffisamment
proche de 0, la solution maximal y(t) est bien définie sur [0, +-o00[ et tend
exponentiellement vite vers 0 quand ¢t — +o0.
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