
Leçon 171 : Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

Soit E un R´espace vectoriel de dimension finie n P N.

I Généralités sur les formes quadratiques réelles

I.1 Premières définitions

Définition 1. [Gou alg, p.227] On dit que φ : E ˆ E Ñ R est une forme bilinéaire
symétrique si pour tous x, y P E, les applications φpx, ¨q et φp¨, yq sont des formes
linéaires et φpx, yq “ φpy, xq.

Définition-proposition 2. [Gou alg, p.230] On appelle forme quadratique sur E
toute application q : E Ñ R telle qu’il existe une forme bilinéaire φ : E ˆ E Ñ R
telle que @x P E, qpxq “ φpx, xq. Pour toute forme quadratique q sur E, il existe une
unique forme bilinéaire symétrique φ telle que pour tout x P E, qpxq “ φpx, xq. La
forme bilinéaire φ s’appelle la forme polaire de q et on a :

@px, yq P E2, φpx, yq “
1

2
pqpx ` yq ´ qpxq ´ qpyqq “

1

4
pqpx ` yq ´ qpx ´ yqq.

Dans toute la suite, q sera une forme quadratique sur E fixée, de forme polaire φ.

I.2 Représentation matricielle

Définition 3. [Gou alg, p.229] Soit q une forme quadratique sur E et B “ pe1, ..., enq

une base de E. On appelle M la matrice de q dans la base B la matrice de la forme
polaire φ de q dans la base B: M “ pφpei, ejqq1ďi,jďn. On appelle rang de q le rang de
M. (La matrice d’une forme quadratique est symétrique.)

Exemple 4. [Gou alg, p.229] On se place dans R3 et on considère q la forme quadra-
tique définie par:u “ px, y, zq ÞÑ qpuq “ 3x2 ` y2 ` 2xy ´ 3xz. Alors la matrice de q
dans la base canonique de R3 est :

A “

»

–

3 1 ´3{2
1 1 0

´3{2 0 0

fi

fl

Proposition 5. (Formule de changement de base) Soient B et B1 deux bases de
E. On note P la matrice de passage de B à B1, et A la matrice de φ dans B. Alors
la matrice A1 de φ dans B1 est : A1 “ tPAP.

I.3 Orthogonalité

Définition 6. [Gou alg, p.230] On appelle cône isotrope de q l’ensemble Cq “ tx P

E, qpxq “ 0u. On dit que q est définie si Cq “ t0Eu. Un vecteur x P E est dit isotrope
(pour q) si qpxq “ 0, i.e. si x P Cq.

Définition 7. [Gou alg, p.230] Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux selon
q (ou selon φ) si φpx, yq “ 0. Soit A Ă E. On appelle orhogonal de A selon q (ou selon
φ) l’ensemble AK :“ ty P E, @x P A, φpx, yq “ 0u. Deux sous-ensembles A et B de
E sont dits orthogonaux selon q (ou selon φ) si pour tout x P A et pour tout y P B,
φpx, yq “ 0. On note alors A K B.

Définition 8. [Gou alg, p.231] On appelle noyau de q le s.e.v. de E noté ker q défini
par : ker q “ EK “ tx P E, @y P E φpx, yq “ 0u. La forme φ est dite non dégénérée si
kerφ “ t0Eu et dégénérée sinon. (Remarque : On a kerpqq Ă Cq.)

Remarque 9. [Gou alg, p.231] Si q est définie alors q est non dégénérée. La réciproque
est fausse (on peut par exemple considérer qpuq “ qpx, yq “ x2 ´ y2).

II Classification des formes quadratiques

II.1 Bases orthogonales

Définition 10. [Gou alg, p.231] Une base B de E est dite q´orthogonale si pour tout
couple d’élements distncts pe, e1q de B, on a φpe, e1q “ 0.

Remarque 11. Si B “ pe1, ..., enq est une base q´orthogonale de E, alors

@x “ pxiq P Kn, qp

n
ÿ

i“1

xieiq “

n
ÿ

i“1

x2
i qpeiq.

Théorème 12. [Romb, p.469] (Théorème de réduction de Gauss) Pour toute
forme quadratique non nulle sur q, il existe un entier r compris entre 1 et n, des
scalaires non nuls pλiq1ďiďr et des formes linéaires pℓiq1ďiďr indépendantes dans

l’espace dual E˚ tels que @x P E, qpxq “
r
ř

k“0

λkℓ
2
kpxq.

Exemple 13. [Grif, p.302] Soit q : R3 Ñ R définie dans la base canonique par :
qpxq “ x2

1 ` 3x2
2 ` 7x2

3 ` 2x1x2 ` 8x2x3. La réduction de Gauss donne : qpxq “

px1 ` x2q2 ` 2px2 ` 2x3q2 ´ x2
3.

Théorème 14. [Romb, p.473] (Interprétation matricielle) Avec les notations
précédentes, il existe une base pfiq1ďiďn de E dans laquelle la matrice de q est di-
agonale de la forme D “ diagpλ1, ..., λnq. Si r est le rang de q, alors exactement r λi

sont non nuls. La base pfiq est alors q´orthogonale.



II.2 Théorème d’inertie de Sylvester

Définition 15. [Romb, p.475] Une forme quadratique réelle q sur E est dite définie
positive (resp. définie négative) si qpxq ą 0 (resp. qpxq ă 0) pour tout x P Ezt0u.

Proposition 16. [Romb, p.475] (Cauchy-Schwarz) Si q est une forme quadratique
positive, on a |φpx, yq| ď

a

qpxq
a

qpyq pour tous vecteurs x, y P E.
Si q est une forme quadratique positive, on a Cq “ kerpqq.

Définition 17. On appelle signature de la forme quadratique q, le couple pp, rq où
p (resp. r) est la dimension maximum d’un sev de E où q est définie positive (resp.
définie négative).

Théorème 18. [Grif, p.303] (Théorème de Sylvester) Il existe une base peiq de E

telle que si x “
n
ř

i“1

xiei, on a: qpxq “ x2
1 ` ... ` x2

p ´ x2
p`1 ´ ...x2

r, où r “ rangpqq et p

est un entier qui ne dépend que de la forme quadratique. (On peut y lire la signature
de q: pp, r ´ pq.

Corollaire 19. Si q est définie, elle est définie positive ou définie négative.

Théorème 20. [Romb, p.478] Si A “ ppai,jqq1ďi,jďn la matrice de q dans une base
peiq1ďiďn. La forme q est définie positive si et seulement si tous les mineurs principaux
de A sont strictement positifs.

Théorème 21. [Grif, p.307] (Orthogonalisation simultanée) Soient q une forme
quadratique définie positive et q1 une forme quadratique sur E. Alors il existe une base
orthonormée pour q et orthogonale pour q1 simultanément.

II.3 Application en calcul différentiel

Soit U un ouvert de Rn. On condidère une fonction f : U Ñ R deux fois différentiable.

Définition-proposition 22. [Gou an, p.306] Pour tout a P U , la matrice hessienne
de f en a est

Hf paq “

ˆ

B2f

BxiBxj

˙

i,j

.

Le théorème de Schwarz donne la symétrie de Hf paq pour tout a P U.

Théorème 23. [Gou an, p.316] Soit a P U tel que dfpaq “ 0 et soit q la forme quadra-
tique associée à Hf paq. Alors:
Si f admet un minimum (resp. un maximum) relatif en a, alors q est une forme
quadratique positive (resp. négative);
Si q est une forme quadratique définie positive (resp. définie négative), f admet un
minimum (resp. un maximum) relatif en a.

Lemme 24. (DEV) [Rouv, p.209] Soit A0 P SnpRq XGLnpRq. Il existe un voisinage
V de A0 dans SnpRq et une application h P C1pV,GLnpRqq tels que pour tout A P V ,
A “t hpAqA0hpAq.

Lemme 25. (DEV) [Rouv, p.354] (Lemme de Morse) Soient U un ouvert de Rn

contenant l’origine et f : U ÞÑ R une fonction de classe C3 telle que dfp0q “ 0 et que
la forme quadratique d2fp0q est non dégénérée, de signature (p,n-p). Alors il existe un
C1´difféomorphisme φ entre deux voisinages de l’origine dans Rn tel que φp0q “ 0, et

fpxq ´ fp0q “ φ1pxq2 ` ... ` φppxq2 ´ φp`1pxq2 ´ ... ´ φnpxq2.

II.4 Application : racines distinctes d’un polynôme réel (DEV)

Soit P P RrXs de degré n ě 1 et P pXq “ a
q

ś

i“1

pX ´ αiq
mi sa décomposition en

irréductibles de CrXs.

Définition 26. [Gant, p199] Pour tout i P N, on pose si “
q
ř

k“1

mkα
i
k (Sommes de

Newton). Soit la forme quadratique réelle définie par
S : Rn ÝÑ R

x “ px0, ..., xn´1q ÞÝÑ
n´1
ř

i,j“0

si`jxixj

Théorème 27. (admis)
Les sommes de Newton sont réelles.

Théorème 28. [Gant, p200](DEV) Soit ps, tq la signature de S, alors s ` t est le
nombre de racines distinctes de P et s ´ t le nombre de racines réelles distinctes.

III Coniques

III.1 Généralités

Définition 29. [Aud, p.222] Un polynôme de degré 2 sur R2 est une application
f : R2 Ñ R telle qu’il existe un point O, une forme quadratique non nulle q, une forme
linéaire LO et une constante CO tels que

@M P R2, fpMq “ qp
ÝÝÑ
OMq ` LOp

ÝÝÑ
OMq ` cO.

Remarque 30. [Aud, p.222] Dans la définition précédente, q ne dépend pas du point
O, contrairement à la partie linéaire et la constante.

Définition 31. [Merc, p.439] Une conique d’un polynôme de degré 2 f : R2 Ñ R est
l’ensemble tM P R2, fpMq “ 0u.

Soit P un plan affine où un point M a pour coordonnées cartésiennes px, yq



Définition 32. [Aud, p.223] La conique de P définie par le polynôme

fpMq “ qp
ÝÝÑ
OMq ` Lp

ÝÝÑ
OMq ` c

est dite propre si la forme quadratique définie sur P ˆ R par

Qpu, xq “ qpuq ` Lpuqx ` cx2

est non dégénérée. Cette forme quadratique est dite homogénéisée de f .

Exemple 33. soit f : px, yq ÞÑ x2´y2`4 alors son homogénéisée est Qpx, y, zq ÞÑ x2´

y2 `4z2. soit f : px, yq ÞÑ x2 `32!y alors son homogénéisée est Qpx, y, zq ÞÑ x2 `32!yz.

Définition 34. [Romb, p.525] Un point M0px0, y0q P P est un centre de Cf si
@px, yq P P fpx ` x0, y ` y0q “ qpx, yq ` λ où λ P R. Si un tel point M0 existe et
est unique, on dit que Cf est à centre.

Théorème 35. [Romb, p.525] On a l’équivalence q est non dégénérée ðñ Cf est à
centre. Ce centre M0 vérifie LM0 “ 0

III.2 Classification affine

On se place dans le plan affine réel. Soit f un polynôme de degré 2, de forme quadra-
tique q et Q son homogénéisé.

Théorème 36. [Aud, p.175] Classification des coniques propres cf annexe

Théorème 37. [Aud, p.175] Classification des coniques impropres cf annexe

III.3 Classification euclidienne

Définition 38. [Merc, p.463-464] Quitte à considérer une base qui est orthogonale
pour q on peut écrire fpx, yq “ ax2 ` cy2 ` dx ` ey ` k. Supposons l’homogénéisée de
f non dégénérée. Alors il existe des réels a1,b1 et c1 tels que a1b1 ‰ 0 :

si ac ą 0 : Cf vérifie l’équation x12

a12 `
y12

b12 “ 1. On dit que Cf est une ellipse.

si ac ă 0 : Cf vérifie l’équation x12

a12 ´
y12

b12 “ 1. On dit que Cf est une hyperbole.

si ac “ 0 : Cf vérifie l’équation x12

a12 `b1y1 `c1 “ 0. On dit que Cf est une parabole.

III.4 Définition monofocale

Soit D une droite de P , F P P zD et e ą 0

Définition 39. [Romb, p.497] On appelle conique de directrice D, de foyer F et
d’excentricité e l’ensemble : Γ “ tM P P, dpM,F q “ e.dpM,Dqu. Pour e ă 1 on dit
que Γ est une ellipse. Pour e “ 1 on dit que Γ est une parabole. Pour e ą 1 on dit
que Γ est une hyperbole.

Définition 40. [Romb, p.498] La perpendiculaire ∆ à D passant par F est l’axe focal
ou grand axe de la conique Γ. On note K le projeté orthogonal de F sur D. Pour tout
M P P , on notera H son projeté orthogonal sur D.

Soit
ÝÑ
i “

ÝÝÑ
FK
FK et

ÝÑ
j un vecteur directeur unitaire de D.

Remarque 41. [Romb, p.499] Dans le repère pF,
ÝÑ
i ,

ÝÑ
j q, on a les coordonnées suiv-

antes : F pxF , 0q,KpxK , 0q,Mpx, yq,HpxK , yq

Théorème 42. [Romb, p.499] Dans le repère orthonormé pF,
ÝÑ
i ,

ÝÑ
j q, la conique Γ a

pour équation :

p1 ´ e2qx2 ` y2 ` 2xKe2x ´ e2xK
2 “ 0

Corollaire 43. Les caractérisations monofocales et cartésiennes des coniques, ellipses
(excepté le cercle), hyperboles et paraboles sont équivalentes.

III.5 Existence de coniques (DEV)

Lemme 44. [Eid, p.19] Soit M,N deux points distincts du plan de coordonnées
barycentriques px1, y1, z1q et px2, y2, z2q. Alors la droite pMNq a pour équation dans

le repère barycentrique associé à ABC:

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
X Y Z

∣∣∣∣∣∣ “ 0

Lemme 45. [Eid, p.51] (Conique circonscrite) Soit ABC un triangle de référence
non plat. L’équation générale en coordonnées barycentriques d’une conique passant par
les trois points A,B,C est pY Z ` qZX ` rXY “ 0, où p, q, r sont non tous nuls.

Théorème 46. [Eid, p.52] Soient A,B,C,D,E cinq points deux à deux distincts du
plan. Alors il existe une conique passant par ces cinq points. De plus, s’il n’existe pas
parmi ces cinq points quatre points alignés, alors cette conique est unique.

Théorème 47. [Eid, p.90] Soient six points distincts A,B,C,A1, B1, C 1, trois à trois
non alignés. Supposons l’existence de P,Q,R, qui sont les points d’intersection de
pBC 1q et pB1Cq, pA1Cq et pAC 1q, pAB1q et pA1Bq respectivement. Alors, il existe une
conique passant par A,B,C,A1, B1, C 1 si et seulement si P,Q,R sont alignés (cf an-
nexe).



IV Annexe

Théorème 48. [Aud, p.175-176-177] Classification des coniques propres
Soit Q non dégénérée, alors on a la classification des coniques suivantes :
signature de Q signature de q Conique Equation réduite
(3,0) ou (0,3) (2,0) ou (0,2) H x2 ` y2 ` 1 “ 0
(2,1) ou (1,2) (2,0) ou (0,2) Ellipse x2 ` y2 “ 1
(2,1) ou (1,2) (1,1) Hyperbole x2 ´ y2 “ 1
(2,1) ou (1,2) (1,0) ou (0,1) Parabole x2 “ y

Théorème 49. [Aud, p.175-176-177] Classification des coniques impropres
Soit Q dégénérée, alors on a la classification des coniques suivantes :
signature de Q signature de q Conique Equation réduite
(2,0) ou (0,2) (2,0) ou (0,2) Singleton x2 ` y2 “ 0

(1,1) (1,1) Deux droites sécantes x2 ´ y2 “ 0
(2,0) ou (0,2) (1,0) ou (0,1) H x2 ` 1 “ 0
(1,0) ou (0,1) (1,0) ou (0,1) Droite double x2 “ 0

(1,1) (1,0) ou (0,1) Deux droites parallèles x2 “ 1

Algorithme 50. (Détail de l’algorithme de Gauss) Soit q une forme quadratrique sur E, de
matrice pai,jq dans une base B de E et px1, ..., xnq les coordonnées de x P E dans B. On répète
récursivement le procédé suivant :

1. 1er cas : Il existe 1 ď i ď n, ai,i ‰ 0. On peut supposer sans perte de généralités a1,1 ‰ 0,
On a pour tout x P E,

qpxq “ a1,1x
2
1 ` 2x1Apx2, ..., xnq ` Bpx2, ..., xnq “ a1,1px1 `

A

a1,1
q2 ` pB ´

A2

a1,1
q

2. 2eme cas : Pour tout 1 ď i ď n, ai,i “ 0, alors il existe i ă j tels que ai,j ‰ 0. On peut

supposer i “ 1 et j “ 2. On utiliseℓ1ℓ2 “ 1
4

ppℓ1 ` ℓ2q2 ´ pℓ1 ´ ℓ2q2q et pour tout x P E,

qpxq “ 2a1,2px1 ` Bpx3, ..., xnqqpx2 ` Apx3, ..., xnqq ` Cpx3, ..., xnq ´
AB

2a1,2

“
2a1,2

4

´

px1 ` x2 ` A ` Bq
2

´ px1 ´ x2 ` pA ´ Bqq
2

¯

` Cpx3, ..., xnq ´
AB

2a1,2

´3 ´2 ´1 1 2 3

´1

1

Ellipse : x2

a2 `
y2

b2
“ 1

´6 ´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6

´3

´2

´1

1

2

3

Hyperbole : x2

a2 ´
y2

b2
“ 1 asymptote : y “ ˘ b

a
x

´1 1 2 3 4 5

´2

´1

1

2

Parabole : y2

a2 “ x

A

B

C

C1

B1

A1

R

Q
P

Théorème de Pascal
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[Gou an] Xavier Gourdon, Les maths en tête, analyse.
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