P. MAURER Proposition 3. La fonction exp est entiére (holomorphe sur le plan compleze), et elle
ENS RENNES vérifie exp’(z) =exp(z) pour tout z € C.

Lecon 265. Exemple d’études et d’applications de  Proposition 4.
fonctions usuelles et spéciales * Pourtout z€C, on a exp(z) #0.

e La restriction de l’exponentielle a R est une fonction positive strictement crois-
sante, qui vérifie

Devs :
exp(z) — +oo et exp(z) — 0.
e Fonction Gamma T—Foo T =00
LT

e Théoréme Central Limite ° Ilze:m'ste un nombre positif w tel que 2 =i et tel que €* =1 st et seulement si
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Définition 7. On définit les fonctions cosinus et sinus sur C par

Le rapport du jury de I’'année 2020 explique que cette legon peut étre motivée par un cos(z) :=Re(exp(z)) et sin(z)=Im(exp(2)).
fil conducteur de notre choix. Nous choisirons donc ici de la traiter d’un point de vue
probabiliste, voire statisticien, en lien avec certaines thématiques de ’option A. Proposition 8. Pour tout z € C, on a

( 1 n 2n+1

=Dren
cos(z) = et sin(z)=
1 Fonctions usuelles et propriétés Z (2” Z (2”+1

. . Proposition 9. Les fonctions cos et sin restreintes a R sont 2mw-périodiques, de classe
1.1 La fonction exponentielle C*>® sur R et vérifient cos’(xz) = —sin(z) et sin’(z) =cos(z) pour tout z € R.

Proposition 1. Soit z € C. La série Z est absolument convergente. En tant que Proposition 10. Pour tout z € R, cos?(z) + sin?(z) =1.

série de fonctions, elle converge umjormement sur tout sous-ensemble borné du plan

compleze. Proposition 11. (formules d’Euler)

el.l’?_;'_e—l.’l'? ) eIIII_e—I.’I?

On a, pour tout x € R : cos(z) = 5 et sin(z) = 3
j

Corollaire 2. La fonction exp: z +— Z est définie sur le plan complexe C, et elle

est continue sur C. Par ailleurs, elle vemﬁe exp(a) exp(b) =exp(a+b) pour tout a,be C. Proposition 12. (formule de Moivre)



On a, pour tout x € R, et n €N : cos(nz) +isin(nz)=ene.

n n—1
Proposition 13. Soit D, (z)= Z e’ et Fy(x) :%Z Dy(z) les noyauz de Dirichlet

. k=—n k=0
et de Féjer. On a :

Dn(x):M ot Fn(x):1<sin(m”)>2

2 2
sin(%) n sin(%)

Application 14. (Théoréme de Féjer)
Pour tout f €Cp(T), la somme partielle de ses coefficients de Fourier Sy( f) définie sur
N

T par Sn(f)(t)= z f(n)eint=(f*Dy)(t) converge au sens de Césaro, uniformément

=—N
vers f. "

Définition 15. On appelle cosinus hyperbolique, et sinus hyperbolique, les fonctions
définies sur R suivantes

e’ +e T et —e T

Vz€R cosh(z) = et sinh(z) = 3

Proposition 16. Pour tout x € R, on a cosh?(z) —sinh?(z) =1.
Les fonctions cosh et sinh sont dérivables sur R, et vérifient cosh’(z) =sinh(z) et
sinh/(z) = cosh(z).

Proposition 17. Les fonctions cosh et sinh admettent le développement en série

oo on oo on41
T . T
cosh(z) = E @t et sinh(z)= E enEr
n=0 n=0

1.3 Réciproques des fonctions usuelles

Définition 18. On appelle logarithme népérien et on note In la fonction réciproque de
Uexponentielle réelle, définie sur ]0,+oo[. Elle vérifie donc exp(In(z)) =z pour x>0 et
In(exp(z)) =z pour z € R.

Proposition 19. La fonction In est de classe C*° sur |0, +00], et sa dérivée est xo—>l

On a In(1) =0, In(e) =1 et pour tout z,y €10, +oo[, In(zy) =1In(z) + In(y). *

Proposition 20. Les fonctions cosinus et sinus sont bijectives sur les intervalles res-

pectifs [0, ] et [7g 3] On définit leurs réciproques arccos: [—1,1] — [0, 7] et arcsin:

' 2
- [-35)

SECTION 2

La fonction arccos est strictement décroissante sur [0, m]. La fonction arcsin est
wmpaire et strictement croissante sur [—5, 5].
Proposition 21. Les fonctions arccos et arcsin sont dériwables sur |—1,1[, de dérivées
respectives

arccos’(z) = b et !

V1—2z2 Vi-a?

Proposition 22. La fonction sinh est croissante sur R, a valeurs dans R. La fonction
cosh est croissante sur Ry, a valeurs dans [1,+0oo].

On appelle argument du sinus hyperbolique et du cosinus hyperbolique, et l’on note
argsinh et argcosh les réciproques des fonctions sinh et cosh sur R, respectivement sur

arcsin’(z) =

Proposition 23. Les fonctions argsinh et argcosh sont dérivables sur R, respectivement
sur [1,4+o0[ et leurs dérivées vérifient
- 1 , 1
argsinh’(z) = ———— et argcosh’(z)=

V1422 22— 1

2 Fonctions spéciales et lois de probabilités associées

2.1 La fonction Gamma d’Euler

oo
Définition 24. On définit la fonction I' d’Euler par I'(x) :/ t*~Le=tdt sur]0,+ool.

0

Proposition 25. La fonction I est de classe C* sur |0,+oo[. Elle vérifie les propriétés
sutvantes :

o V>0 I[(zx+1)=zl(x).
e VneN* T'(n)=(n-—1)!
o I'(l)=1etI(1/2)=+/7.

Définition 26. Soit (Q,F,IP) un espace probabilisé, et \,p > 0. Une variable aléatoire

X sur Q a valeurs dans [0, +oo[ est dite de loi I'(p, \) st elle est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesque et admet pour densité

£(&) =g e ()P~ 1 (o).

En particulier, pour p=1, on retrouve la loi exponentielle £(\).

Proposition 27. Soit X une variable aléatoire sur (2, F,P) suivant une loi T'(p, \).



FONCTIONS SPECIALES ET LOIS DE PROBABILITES ASSOCIEES

et la fonction caractéristique de X vérifie

By (u) L BlewX) = < . A . )p.

Alors E[X] = g, Var(X) = %}

Yu € |—o0, A

Proposition 28. Soit (X1, X2) est un couple de variables aléatoires indépendantes de
lois marginales respectives I'(p1, A1) et I'(p2, A2), et p>0. Alors

e X+ X a pour loi I'(p1 + p2, ).

e X1 apourloi F<p1,%>.
Proposition 29. Soit (X1,...,X,) des variables aléatoires indépendantes, de lot expo-
nentielle de paramétre X\ >0. Alors X1+ -+ X,, a pour lot I'(n, \).

Théoréme 30. (Holomorphie sous lintégrale)

. XxO — C
So”f:{(t,@ — f(t,2)

e Pourtout z€Q, t— f(t,z) est intégrable sur X.

une fonction vérifiant

e  Pour presque tout t € I, z+— f(t, z) est holomorphe sur .

o Il existe g€ LY(X) telle que
teX.

,ﬁ z,t)| < g(t) pour tout z € Q) et pour presque tout
0.
2

Alors la fonction F': z»—>/ F(t,2)du(t) est holomorphe sur et on a
X

VneN f(")(z):/x% f(z,t)du(t).

Développement 1 :

Théoréme 31. La fonction I est holomorphe sur le demi-plan de Poincaré Qo= {Re > 0}.

Elle se prolonge en une fonction holomorphe sans zéros sur C\Z~, et % est une fonction
entiére vérifiant la formule d’Euler
z2(z4+1)---(z+n)

n? . n!

1 .
VzeC @ n_l[Too

2.2 La fonction Béta d’Euler

Définition 32. On définit la fonction béta d’Buler sur 10, +oco[? par

1
Vr,s>0 B(r,s):/ "1 (1 —z)s~1dx.
Jo

Proposition 33. La fonction béta est liée a la fonction gamma via la formule

D(r) T(s)
T(r+s)

: B(r,s)=B(s,r) pour toutr,s>0.

Vr,s>0 B(r,s)=

En particulier, on en déduit que B est symétrique

Définition 34. Une variable aléatoire sur (2, F,P) a valeurs dans [0, 1] est dite de loi
B(r,s) (loi béta de parametres r >0 et s>0) si elle est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesque et admet pour densité :

1@ =50

r—1 s—1
1 1 .
" s) T ( x) [0’1](:1:)
En particulier, pour r=1 et s=1, on retrouve la loi uniforme sur [0,1].

Proposition 35. Soit X une variable aléatoire sur (Q, F,P) suivant une loi B(r,s).
Alors
rs

o
T r+s
On en déduit que Var(X) < E[X](1 —E[X]).

E[X]

et Var(X)=

Proposition 36. Soit (X1, ...
toutes de loi uniforme sur [0, 1]. Alors les variables aléatoires Y = min (X1, ...
Z =max (X1,...,X,) sont de loi respective B(1,n) et B(n,1).

, Xn) un systéme de n variables aléatoires indépendantes,
, X)) et

2.3 Fonctions gaussiennes

Définition 37. Une variable aléatoire X sur (2, F,P) a valeurs dans R est dite de lot
normale centrée réduite N'(0,1) si elle est absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue et admet pour densité

1 +o0o _ﬁz
e 2 dx.

f(z)=

21 ) 0o

Proposition 38. La fonction f définie précédemment est paire, et admet un mazimum
1

———. Par ailleurs, f est de classe C* sur R et on a f"(x)=0
= f f"(@)

si et seulement st x ==+1.

enx=0 qui vaut f(0)=

Définition 39. On désigne par ® la fonction de répartition de X :

®(z) = # ~/_ioexp( ,g) dt.

Proposition 40. La fonction ® est paire, symétrique par rapport au point (0,1/2) et

la pente de sa tangente en ce point vaut ———.

V2T



Proposition 41. On a E[X]=0 et Var(X)=1.

Définition 42. Soit p€R et o >0. Alors la variable aléatoire Y = p+ o X suit une loi
dite normale de paramétres p et a?, notée N'(u,02). Elle vérifie E[Y]|=p et Var(Y) =02,
et sa densité est donnée par

_(J»’—u)2>_

202

VreR f(x):a\}ﬁexp<

3 Applications probabilistes et statisticiennes

3.1 Une inégalité de grandes déviations

Proposition 43. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable sur (2, F,P). On sup-
pose que |X| <1 P-presque sirement, et que E[X]=0.

Proposition 44. Pour toutt € R, e!X € L' et on a Efexp(t X)] < cosh(t).

Remarque 45. On déduit du développement en série entiére de cosh (proposition 19)
I'inégalité

Efexp(t X)] < xp(g)

Théoréme 46. (Inégalité de Hoeffding)

Soit (Xn)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes définies sur €.
On suppoose que pour tout n € N, X,, est P-presque sirement bornée par une constante
¢n >0, intégrable et d’espérance nulle. On note Sp,=3""_| X;

Pour tout € >0, on a

2
P(|Sn| >¢) < Zexp< 6).
237 ¢f

Application 47. Soit (H",{Ps}sco) un modéle statistique, avec H CIR et © CR. On
veut estimer le paramétre g(0) avec g: © — R continue. Si (X7,..., X ;) sont indépendantes
et identiquement distribuées, de loi Py, bornées Py-p.s et avec E[X;] = g(0), alors

SECTION 3

est un intervalle de confiance pour g(#) au niveau 1 — «, ot ¢ est une borne p.s de X1 — g(0).

3.2 Théoréme central limite
Proposition 48. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P)
sutvant une loi normale centrée réduite. Alors la fonction caractéristique ¢ x de X vérifie

t2
VtER px(t)=e 2.

Développement 2

Théoréme 49. (Théoréme central limite)

Soit (2, A, IP) un espace probabilisé, et (X,)neN une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées, définies sur (Q,.A,P). On suppose que Xo € L*(Q, A, P)
et on note o®=Var(Xo) et p=IE[Xo]. On suppose de plus que 52> 0.

Par hypothése, on a donc X, € L3(Q, A, P), Var(X,) = 02 et E[X,] = upour tout n € N.

On note également S, = X1+ -+ + X, pour tout n>1.

On a alors la convergence en loi

Jont LN,

\/ﬁ n— o0

Application 50. (En statistiques)
On considére le modeéle statistique ({0, 1}™, {B(0)®"}g¢j0,1]) du jeu de pile ou face.
Alors lestimateur des moments X,, construit avec le n-échantillon (X1,..., X5) est asymp-

totiquement normal, de vitesse y/n, car le théoréme central limite donne :

Vi (Xn—0) —

n— +o00

N(0,6(1—6)).

Théoréme 51. (0-méthode, Admis)
~ . . . , . ¥ P . 2
Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires d’espérence 0 et de variance o=.

Soit X,, un estimateur de 0.

On suppose que
S L

\/ﬁ(}(nfe) —

n— -+ oo

N(0,02).
Alors pour toute fonction g: R— R de classe C' telle que g'(0) 0 on a

Vi (9(X7) N(0,0%(g(8))?).



	1 Fonctions usuelles et propriétés
	1.1 La fonction exponentielle
	1.2 Fonctions trigonométriques et hyperboliques
	1.3 Réciproques des fonctions usuelles

	2 Fonctions spéciales et lois de probabilités associées
	2.1 La fonction Gamma d'Euler
	2.2 La fonction Bêta d'Euler
	2.3 Fonctions gaussiennes

	3 Applications probabilistes et statisticiennes
	3.1 Une inégalité de grandes déviations
	3.2 Théorème central limite


