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Dans tout ce qui suit, on se donne (
;A;P) un espace probabilisé et (E;B) un couple où
E est un ennsemble et B une tribu sur E.

1 Généralités

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1. On dit qu'une variable aléatoire X: (
;A;P)! (E;B) est discrète si X(
)
est fini ou dénombrable.

Proposition 2. La loi d'une variable aléatoire discrète est de la forme PX=
X
i2I

pi �xi

avec I �N, où �xi désigne la masse de Dirac en xi.

Exemple 3. Si (E;B)=(N;P(N)), toute variable aléatoireX: (
;A;P)! (N;P(N)) est
discrète.

Définition 4. On définit la loi d'une variable discrète X comme la probabilité image PX
définie par PX(A)=P(X¡1(A))=P(X 2A):

Proposition 5. Soit � un espace dénombrable, et g une fonction positive définie sur �.
On suppose que

P
�2� g(�)= 1. Alors il existe une unique probabilité P sur � telle que

P(f�g)= g(�) pour tout �2�. L'application g est alors appelée le germe de la probabilité
P.

1.2 Exemple de lois discrètes usuelles

Définition 6. Soit n2N et p2 [0; 1]. Une variable aléatoire X sur 
 à valeurs dans N
est dite de loi binomiale B(n; p) si elle est absolument continue par rapport à la mesure
de comptage sur (N;P(N)) de densité

f(k)=

�
n
k

�
pk (1¡ p)n¡k:

Dans le cas où n=1, on dit que X suit une loi de Bernouilli B(p) de paramètre p:

Exemple 7. On effectue n fois, de manière indépendante, une expérience aléatoire ayant
deux issues : l'échec, ou le succès, avec une probabilité p de succès. On note X la variable
aléatoire qui compte le nombre de succès sur les n lancers. Alors X�B(n; p):

Définition 8. Soit et p2 ]0; 1[. Une variable aléatoire X sur 
 à valeurs dans N� est
dite de loi géométrique G(p) si elle est absolument continue par rapport à la mesure de
comptage sur (N;P(N)) de densité

f(k)= p(1¡ p)n¡1:

Exemple 9. On effectue plusieurs fois, demanière indépendante, une expérience aléatoire
ayant deux issus : l'échec, ou le succès, avec une probabilité p de succès. On s'arrête
lorsque l'on obtient le premier succès. On note X la variable aléatoire qui donne le rang
du premier succès. Alors X�G(p).

Définition 10. Soit �2 ]0;+1[: Une variable aléatoire X sur 
 à valeurs dans N est
dite de loi de Poisson P(�) si elle est absolument continue par rapport à la mesure de
comptage sur (N;P(N)) de densité

f(k)=
�k

k!
e¡�:

Exemple 11. On réalise un prélèvement de n unités dans une population comportant
deux sortes d'individus A et B en proportion p et q avec p+ q=1. On suppose que n est
grand et p proche de zéro, avec np2 [1;10], par exemple. On noteX le nombre d'individus
de type A dans le prélèvement. Alors X�P(�) (théoriquement). La loi de Poisson est
dite � loi des évènements rares �.

Proposition 12. Pour k�1 fixé, on a lim
n!+1

�
n
k

��
�
n

�k�
1¡ �

n

�n¡k
=e¡�

�k

k!
. Autre-

ment dit, siXn�B(n;�) et Y �P(�), alors lim
n!+1

P(Xn=k)=P(Y =k) pour tout k�1.
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1.3 Calcul des moments

Définition 13. Soit X une variable aléatoire réelle discrète. Si
P

x2R jxjP(X=x)<1,
on dit que la variable X admet une espérance, et on note

E[X] =
X
x2R

xP(X =x):

Dans ce qui suit, on considère une variable aléatoire réelle discrète X admettant une
espérance.

Définition 14. Notons Val(X) le sous espace de 
 défini par Val(X) := f! 2 
 :
PX(f!g)=/ 0g. Alors on a E[X] =

P
x2Val(X)xP(X =x).

Si Val(X) est fini, on peut donc écrire E[X] =
P

i=1
n x1P(X = xn) avec Val(X) =

fx1; : : : ; xng.

Exemple 15. Si X�B(n; p), E[X] =np.

Proposition 16. (Linéarité de l'espérance). Soit X; Y des variables aléatoires réelles
discrètes, et �2R. On suppose que X et Y admettent une espérance. Alors X+�Y admet
une espérance et E[X +�Y ] =E[X] +�E[Y ].

Proposition 17. (Inégalité triangulaire). L'espérance vérifie jE[X]j �E[jX j]:

Théorème 18. (De transfert). Soit E=Val(X) et f :E!R. Alors Y = f �X est une
variable aléatoire réelle discrète. Pour que Y admette une moyenne, il faut et il suffit
que

P
x2E jf(x)jP(X =x)<1. Dans ce cas, f(X) admet une espérance et E[f(X)] =P

x2E f(x)P(X =x).

Définition 19. Si E[jX jp]<1, on appelle moment d'ordre p de X le réel E[jX jp].

Définition 20. Si E[jX j2]<1, on appelle variance de X, et on note Var(X)=E[(X ¡
E[X])2].

Proposition 21. (Formule de König-Huygens). Si E[jX j2]<1, Var(X) =E[X2] ¡
E[X]2.

Exemple 22. Si X�P(�), Var(X)=�.

Définition 23. On définit la fonction (ou série) génératrice de X comme la série entière
GX(t) :=

X
k�0

P(X = k)tk:

Proposition 24. Le rayon de convergence R de la série entière GX(t) est supérieur ou
égal à 1. La fonction t 7!E[tX] est bien définie et à valeurs finies pour t2 ]¡R;R[[f¡1;
1g, et vérifie alors E[tX] =GX(t).

Proposition 25.

1. La fonction génératrice de X sur [¡1; 1] détermine entièrement la loi de X.

2. Si X et Y sont indépendantes, alors GX+Y =GXGY.

Développement 1 :

Théorème 26. La variable aléatoire X est d'espérance finie si et seulement si GX est dérivable
à gauche au point 1, et dans ce cas, on a E[X ] =GX

0 (1).

Exemple 27. On effectue des jeux de pile ou face successifs indépendants, avec probabilité
p 2 ]0; 1[ de faire face, et 1¡ p de faire pile. On s'arrête lorsque l'on obtient deux faces

consécutives. En moyenne, il faut
1+ p
p2

répétitions.

Exemple 28. Si X�G(�), GX(t)= (1¡�) s
1¡�s , et on en déduit E[X] =

1
1¡�:

Proposition 29. (Inégalité deMarkov). SiX admet une espérance,P(jX j�")� 1

"
E[jX j]

pour tout "> 0.

Corollaire 30. (Inégalité de Tchébychev). SiX admet une variance,P(jX¡E[X]j�")�
1

"2
Var(X): pour tout " > 0.

2 Loi d'un n-uplet et théorèmes limites

2.1 Indépendance et loi d'un n-uplet de variables discrètes

Définition 31. Soit (X1; : : : ; Xn) un n-uplet de variables aléatoires discrètes réelles.
On appelle loi conjointe la loi P(X1; : : : ;Xn), et lois marginales les lois PX1; : : : ;PXn

de
chaque composante du d-uplet.

Remarque 32. La donnée de la loi conjointe permet de retrouver les lois marginales,
mais la réciproque est fausse en général. On a cependant le théorème suivant.

Définition 33. Soit (Xi)i2I une famille de variable aléatoire discrètes. On dit que les
Xi sont indépendantes si pour toute famille (Ai)i2I de boréliens de R, les évènements
fXi2Aig sont indépendants.

Proposition 34. Soit (Xi)1�i�n une famille de variables aléatoires discrètes, à valeurs
dans des ensembles Ei. Alors les Xi sont indépendantes si et seulement si pour tout
(x1;:::;xn)2X1(
)�����Xn(
) on a P(X1=x1;:::;Xn=xn)=P(X1=x1)�����P(Xn=
xn):
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Remarque 35. Dans le cas où les Xi sont indépendantes, on peut retrouver la loi
conjointe d'un n-uplet à partir de ses lois marginales.

2.2 Somme de variables aléatoires discrètes indépendantes

Proposition 36. Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes réelles et indépen-
dantes. Alors la variable aléatoire X + Y est discrète et P(X + Y = k) =

P
`2R P(X =

`)P(Y = k¡ `):

Exemple 37. Si X � P(�) et Y � P(�) alors X + Y � P(� + �). Si X � B(n; p) et
Y �B(m; p) alors X +Y �B(n+m; p):

Définition 38. Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction caractéristique
de X la fonction 'X: t 7!E[eitX].

Théorème 39. Si X et Y ont la même fonction caractéristique, alors elles ont la même
loi.

Théorème 40. Soit (X1;:::;Xn) un n-uplet de variables discrètes indépendantes. Alors

'X1+� � �+Xn
= 'X1 � � � 'Xn

:

Exemple 41. Si X1; : : : ;Xn�B(p) sont indépendantes, alors X1+ � � �+Xn�B(n; p):

2.3 Théorèmes limites pour les variables discrètes

Théorème 42. (Loi forte des grands nombres)
Soit (Xn)n2N des variables réelles indépendantes de même loi admettant une espé-

rance. Alors X1+ � � �+Xn

n
converge presque partout vers E[X].

Exemple 43. Si X1; : : : ;Xn sont i.i.d de loi B(p), alors X1+ � � �+Xn

n
�B

¡
n;

p

n

�
converge

presque sûrement vers p.

Définition 44. Soit (Xn)n2N une suite de variables aléatoires réelles discrètes. On
dit que (Xn)n2N converge en loi vers une variable aléatoire X si lim

n!+1
P(Xn= k) =

P(X = k) pour tout k 2Val(X).

Exemple 45. D'après la proposition 12, si (Xn)n2N est une suite i.i.d de variables de
loi B(n; �), alors (Xn)n2N converge en loi vers X�P(�).

Théorème 46. (Central limite). Soit (Xn)n2N une suite de variables réelles indépen-
dantes de même loi admettant une variance. Alors X1+ � � �+Xn¡nE[X1]

n
p converge en loi

vers une variable N �N (0;Var(X1)).

3 Chaînes de Markov à espace d'état fini ou dénombrable

3.1 Définitions et propriétés

Définition 47. Soit E un espace d'état. On appelle noyau de transition sur E une
fonction

P :

�
E �E ! [0; 1]
(x; y) 7! p(x; y)

;

tel que pour tout x2E on ait X
y2E

p(x; y) = 1:

Définition 48. On appelle chaîne deMarkov sur l'espace d'état E de noyau de transition
P un quituplet (
;F ; (Fn)n2N; (Px)x2E ;X =(Xn)n�0), tel que

� La suite X est adapté à la filtration (Fn)n�0.
� 8x2E; X0=x Px-presque sûrement.

� 8n� 0 8y 2E 8x2E Px(Xn+1= y jFn)= p(Xn; y).

Exemple 49. (Marche aléatoire sur Zd)
On prend E=Zd, d� 1. On se donne � une probabilité sur Zd et une suite (�i)i�1 de

variables aléatoires i:i:d sur un espace probabilisable (
;F), à valeurs dans Zd et de loi �.
X0 est à valeurs dans Zd et pour tout n� 1, Xn= �1+ � � �+ �n.
Alors (
;F ; (�(Xn))n2N; (Px)x2Zd; X = (Xn)n�0) est une chaîne de Markov sur Zd

de noyau de transition p(x; y)= �(y¡x), avec Px= �0 pour tout x2Zd.

Proposition 50. On note Cn=�(X1b ; : : : ;Xnc ), où Xib :( EN ! E
(!n)n2N 7! !n

:

Alors
[
n�0

Cn est un �-système, et une fonction F : (
;F)! (EN; C) est mesurable si

et seulement si

8n� 0 Xnc �F est mesurable.

Définition 51. On définit l'opérateur de décalage � surEN par �((!n)n2N)=(!n+1)n2N.
On note �0= IdEN et �n= � � � � � � �= �n.

Définition 52.

� Soit x 2 E et X: (
; F)! (E; P(E)) une variable aléatoire. On note Ex[X] :=Z


XdPx l'espérance sous la mesure Px.

� Si Z: (
; F)! (E; P(E)) est une variable aléatoire et Y une variable aléatoire
positive sur (
;F), on note EZ[Y ] :=

P
x2EEx[Y ]1fZ=xg:
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Théorème 53. (Propriété de Markov faible)
Soit (
;F ; (Fn)n2N; (Px)x2E ; X = (Xn)n�0) une chaîne de Markov d'espace d'état

E et de noyau de transition P. Soit F : (
;F)! (EN; C).
Alors

8n� 0 8x2E Ex[F (�n(X)) j Fn] = EXn
[F (X)] Px-presque sûrement.

Théorème 54. (Propriété de Markov forte)
Soit (
;F ; (Fn)n2N; (Px)x2E ; X = (Xn)n�0) une chaîne de Markov d'espace d'état

E et de noyau de transition P. Soit F : (
;F)! (EN; C). Soit T un temps d'arrêt relati-
vement à la filtration (Fn)n2N.

Alors

8n�0 8x2E Ex[F (�T (X))1fT<1g j Fn] = EXn
[F (X)] �1fT<1g Px-presque sûre-

ment.

3.2 Classification des états
Dans ce qui suit, on se donne un espace d'état E, un noyau de transition P et une chaîne
de Markov (
;F ; (Fn)n2N; (Px)x2E; X =(Xn)n�0). On se donne un élément x2E.

Définition 55. On définit le nombre Nx de visites en x et le premier temps Tx de retour
en x par

Nx: =
X
n2N

1fXn=xg et Tx := inffN � 1 : XN =xg:

Proposition 56. Une et une seule des deux situations suivantes a lieu :

� Px(Tx<1)= 1. Dans ce cas, Nx=+1 Px-p.s: On dit que l'état x est récurrent.

� Px(Tx<1)< 1. Dans ce cas, Nx<1 Px-p.s, et de plus, Ex[Nx] =
1

Px(Tx=+1)
.

On dit que l'état x est transient.

Exemple 57.
Dans la marche aléatoire simple sur Z, l'état zéro est récurrent.

Définition 58. Soit x; y 2E. On dit que x mène à y et on note x! y si Ex[Nx]> 0.
La relation ! est réflexive et transitive.

Proposition 59. Soit x; y 2E. On suppose que x! y et que x est récurrent. Alors y
est récurrent, et y! x.

Définition 60. On dit que la chaîne de Markov, ou le noyau de transition P est irré-
ductible si

8x; y 2E x! y:

Théorème 61. (Classification des états d'une chaîne irréductible)
Supposons la chaîne irréductible. Alors une et une seule des deux situations suivantes

a lieu :

� Tous les états sont récurrents, et 8x2E Px(8y 2E;Ny=+1) = 1.

� Tous les états sont transients, et 8x2E Px(8y 2E;Ny<1)= 1.

Si E est fini, alors on est toujours dans la première situation.

Exemple 62. (Récurrence de la marche aléatoire simple sur Zd)
La marche aléatoire simple sur Z et sur Z2 est récurrente. La marche aléatoire simple

sur Z3 est transiente.
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