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1 Généralités et théorie L? des séries de Fourier

1.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1. On définit le tore T=R/2nZ, et on identifie les fonctions sur T a
valeurs complezes avec les fonctions 2m-périodiques sur R. On munit T de la mesure X
définie par N(A+ 21 Z) = \(AN0,27]) pour tout borélien AC R, de sorte que pour toute
fonction f borélienne positive sur T ou dans L'(\), on ait

/) fdx = / fdX.
JT J10,27[

Dans la suite, on notera simplement A\, ou «dx » la mesure \, qui est donc la mesure
de Lebesgue sur T.

Définition 2. Pour f € LY(T) et n€Z, on définit le n®™° coefficient de Fourier de f par

fn) ==

o . ,—int
5 '1["/@) e dt.

On appelle série de Fourier associée (formellement) a f la série Z f(n) et
nes
note (Sn(f))Nen la suite des sommes partielles associée & cette derniére.

, et on

Proposition 3. L’application f >—>f est linéaire sur L'(T). De plus, si f est dérivable
sur T, elle vérifie

—

(4) 0 =in fo.

Théoréme 4. (Injectivité des coefficients de Fourier)
Si f €CO(T) wvérifie f(n) =0 pour tout n € Z, alors f =0 sur T.

Théoréme 5. (Lemme de Riemann Lebesgue)

Pour tout f €CO(T), on a f(n) o 0.

"t gin(x)

Exemple 6. L’intégrale ——"2 dx est semi-convergente (c’est-a-dire que c’est une
Jo x

intégrale généralisée convergente mais qui n’est pas absolument convergente), et on a

"sin(x) do—T
Jo v 2

Lorsque f est plus réguliére, on a le raffinement suivant.

Proposition 7. Soit f € C3(T). Alors f(n)=0 B quand n — +00.
In[?
n

1.2 Théorie L? des séries de Fourier

) défini par (f, g) =
f(x)g(z) dz est un espace de Hilbert, et la famille (t— e'™!),, cz forme une base

Théoréme 8. L’espace L?*(T) muni du produit scalaire (-,
1

2r |
hilbertienne de L*(T).

Corollaire 9. Soit f € L*(T). Alors

1Y 1fmP=g [IroPar,
N

nez

E f(n) e, la convergence étant au sens de la norme de L*(T),

3. Uapplication f € L2(T) — (f(n))nen €LX(Z) est une isométrie linéaire bijective,

1
27

4. pour tout g € L*(T), on a

[rwama= g,

neZ

Exemple 10. En considérant la fonction f définie par f(0)=16| sur T et en appliquant
I’égalité de Parseval, on obtient les égalités

+o00 +oo 4
) 1 ™ ) 1 _

(2n+1)4~ 96 nt 90
n=0 n=0



2 Convergence ponctuelle

2.1 Résultats généraux

La convergence de la série de Fourier de f vers f dans les cas ot f € LY(T) ou méme
fe CO(T) n’est pas aussi simple que dans le cas L2. On a par exemple le cas pathologique
suivant.

Exemple 11. La fonction f € LY(T,R) définie par
—+o0

f@)=Y" %sm[(wﬂr 7]
p=1

est continue sur T, mais sa série de FOURIER diverge en zéro.

On peut cependant donner de nombreux théorémes de convergence, mais dont les
hypotheéses sont plus contraignantes.

Théoréme 12. (Théoréme de Dirichlet)
Soit f € LY(T). On suppose que f est de classe C' par morceaus sur T.
de Fourier de f converge simplement sur T et on a :

Alors la série

VreR Z f(n) (/rr::w‘

Exemple 13. La fonction f définie sur T par f(0)=0| a pour coefficients de Fourier

w/2sin=0

el ) M P

Tn?

f(n)=
En appliquant le théoréme de Dirichlet, on obtient

5 o0 5

> & Z 2=
n? 8 6

n>1 =

n impair

o

Théoréme 14. (Convergence normale)
Soit f € C9(T) une fonction Ct par morceau.
normalement vers f.

Alors la série de Fourier de f converge

Théoréme 15. (Théoreme de Berstein)
On suppose que f € L'(T) est a-héldérienne, avec o >§, c’est-a-dire qu’il existe K >0
tel que

Vz,yeT |[f(z)— fO)|<K |z —y|™

Alors la série de Fourier de f converge normalement vers f.

SECTION 2

2.2 Convergence au sens de Césaro
Définition 16. On dit quune suite de fonctions (Kp)nenN intégrables sur T est un « bon
noyau » lorsqu’elle vérifie :

1. VneN —/ Ydx =1,

27

2. sup / |[Kp(z)]dz < oo,
”\_

3. ¥V6>0 lim

n—-+oo J§<

|Kp(z)| dz=0.
<m

Théoréme 17. Soit (K,)neN un bon noyau et f € L™
z de f, on a

(T). Pour tout point de continuité

lim (f*Kyp)(z)=f(x).

Si de plus [ est continue partout sur T, alors la limite est uniforme.

Définition 18. On appelle noyau de Dirichlet et noyau de Féjer les suites de fonctions
respectives (])A\')\'zl et (1"\')\'31 définies sur T par :

N —1

inx . . 1 .
e et =N Z Dy ().

N T n=0

YN>1 Dy(z)=

\‘\ MZ

Développement 1 :

Théoréme 19. (Théoreme de Féjer)
1 sin?(Nz/2)

Pour tout x € T non nul, on a Fn(z) = N sin?(z/2)
in

, et le noyau de Féjer est un

bon noyau.

Cela signifie en particulier, que pour une fonction f € Co(T), la somme partielle
N

de ses coefficients de Fourier Sn(f) définie sur T par Sn(f)(t) = Z f(n)eint =
n=—N

(f*Dn)(t) converge au sens de Césaro, uniformément vers f.

Corollaire 20. (Théoreme de Weierstrass trigonométrique)
L’espace des polynémes trigonométriques est dense dans CO(T).

Application 21. Soit f € L'(T) telle que f(n)=
Ce résultat raffine le théoréme 4.

0 pour tout n € Z. Alors f=0 sur T.

Le théoréeme de Weierstrass trigonométrique nous sera également utile dans la démons-
tration du critére de Weyl, partie 3.2.



APPLICATIONS DE LA THEORIE

Théoréme 22. Soit f € L*(T) telle que (F(n))nez € LX(Z). Alors la série de fonctions
Z f(n) et converge normalement sur T et sa somme est une fonction continue sur
T qui est égale a f presque partout, i.e pour presque tout t €' T, on a f(t)= Z f(n)ei"t.

€Z
Si de plus f est continue, l’égalité a lieu partout. "

3 Applications de la théorie

3.1 Inégalité isopérimétrique

Définition 23. 1. On appelle courbe paramétrée une application v: [a, b] — R? vérifiant
o ~yeCl([a,b).
e Vs€la,b] ~'(s)#0.

On note alors T':=1Im(7y) et on dit que T est une courbe.
2. On dit qu’'une courbe ' est simple si elle ne s’intersecte pas, c’est—a-dire si

V(s1,82) € [a,b]? ~y(s1)="(s2) = s1=a et s5=b

3. On dit qu’une courbe T" est fermée si y(a)=-y(b).

Proposition 24. Soit ¢ un C'-difféomorphisme ¢: [c,d] — [a,b]. Alors la courbe para-
métrée n définie par n(t) =v(p(t)) a la méme image que v : on dit que n est une autre
paramétrisation pour la courbe I'.

Les conditions d’étre fermée et d’étre stmple pour une courbe I' ne dépendent pas de
la paramétrisation choisie.

Définition 25. On dit que deuz paramétrisation v: [a, b] — R2 et n: [c,d] — R? d’une
courbe I sont équivalentes si
Vte[e,d] (y~ton)(t)>0.

Ceci signifie que v et n ont la méme orientation sur la courbe I'.

)i

On dit que n renverse l’orientation de vy si

Vte[e,d] (v~ ton)(t)<O0.

Définition 26. On appelle longueur d’une courbe I' paramétrée par v = (x,y) le réel

b
[Tr@las

b
= /(.1:’(.9)2—}—y’(s)g)l/zds.

L) =

Proposition 27. La longueur de la courbe T est indépendante de la paramétrisation
choisie.

Définition 28. On dit qu'une paramétrisation v: [a, b] — R? d’une courbe T' est une
paramétrisation par longueur d’arc si |y'(s)|=1 pour tout s € [a, b].

Cela signifie en particulier que la longueur de T' vaut exactement b —a. Aussi, a une
translation pres, une paramétrisation par longueur d’arc est définie sur [0, ¢].

Théoréme 29. Toute courbe fermée simple admet une paramétrisation par longueur
d’arc.

Lemme 30. En notant \ la mesure de Lebesgue sur R2, on a

é /deyfydx
LIRS

On dit que \(K) est l'aire de la Tégion enfermée par la courbe T'.

A(K)

ds.

Développement 2 :

Théoréme 31. (Inégalité isopérimétrique)
Soit T une courbe fermée simple sur R? de longueur ¢, et A l'aire de la région enfermée
par I. Alors on a

22
A < —
— 4x’

avec égalité si et seulement si I est un cercle.

3.2 Critére d’équirépartition de Weyl
Pour finir, on utilise certaines idées de la théorie des séries de Fourier pour résoudre un
probléme portant sur certaines propriétés des nombres irrationnels.

Dans ce qui suit, on note £([0, 1[, R) ’ensemble des fonctions en escalier sur [0, 1] &
valeurs réelles. On rappelle que £([0, 1], R) est dense dans C°([0, 1], R).

Définition 32. On dit qu’une suite (zn)neN+- d’
tout intervalle ouvert |a,b[C [0,1[, on a
Jard{1<n <N : z
lim Card{1<n < \v Ty € la,bl}
N —+o00 N

sments de [0, 1] est équirépartie si pour

= b—a.

Cela signifie que pour N assez grand, la proportion d’éléments x, dans ]a,b[ pour 1<
n < N, s’approche du quotient de la longueur de lintervalle |a,b[ par la longueur de
Vintervalle [0,1].

Proposition 33. )
Une suite (n)nen €[0, 1[N est équirépartie si et seulement si pour tout (a,b) € [0, 1[2
tels que a < b, on a
o o
)\'Z 1[(1,.11[(£rl) N :)F% ./) 1[(1,‘11[(1") dx.

n=1




Théoréme 34. (Critére de Weyl)
On se donne une suite (,)neN+ d’éléments de [0,1[. Alors (z,)neN est équirépartie
st et seulement si pour tout k € Z*, on a
N

1, Z Q2imkzn (.
N N —+oo
n=1

Exemple 35. On dit qu’une suite (z,),cN+ de réels est équirépartie modulo 1 lorsque
la suite (zy, — |@n])nen+ est équirépartie.

SECTION 3

Le théoréme de Weyl permet alors de montrer trés facilement que pour v > 0, la suite
(ny)n>1 est équirépartie si et seulement si  est irrationnel.

On pourrait rajouter une sous-partie sur la résolution de I’équation de la chaleur, aprés
s’étre informé davantage sur le sujet.
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