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Lecon 243. Séries entiéres, propriétés de la somme.
Exemples et applications.

Devs :
e Théoréme d’Abel angulaire et taubérien faible
e Série génératrice d’une variable aléatoire et moments
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1 Généralités

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1. On appelle série entiére toute série de fonctions de la forme Y~ a, 2™, ou
z€C et (an)neN est une suite compleze.

Proposition 2. (Lemme d’Abel)
Soit Y an 2™ une série entiére et zo € C tel que la suite (an 2( )neN soit bornée. Alors
pour tout complexe z tel que |z| <|z|, la série Y a, 2™ est absolument convergente.

Définition 3. Soit 3 ay 2" une série entiére. On définit le rayon de convergence R de
la série entiére par :

R:=sup{r>0: (lan|r™)nen est bornée}.

Proposition 4. D’aprés le lemme d’Abel, la série Y ay, 2™ converge absolument pour
tout |z| < R et diverge pour tout |z| > R.

. 2n
Exemple 5. La série ) —7 @ un rayon de convergence R = 4oc0.

Exemple 6. Le comportement sur le cercle d’incertitude {z € C: |z| =R} peut étre varié.

e Lasérie ) 2™, dont le rayon de convergence vaut 1, diverge en tout point de module
1.

e La série ) 2"/ n?, dont le rayon de convergence vaut 1, converge en tout point de
module 1.

e La série } 2" /n, dont le rayon de convergence vaut 1, diverge en z =1 mais
converge en tout autre point de module 1.

1.2 Calcul du rayon de convergence
Proposition 7. (Reégle de d’Alembert). Soit y ay z™ une série entiére, et R son rayon

An41
QAn

converge vers LER, alors R=1/L.

de convergence. St la suite de terme général

An 1

=0, et R=+4o00.

Exemple 8. Pour ) 2" /n!,ona lim
n—+ool @n
Théoréme 9. (Formule de Hadamard). Le rayon de convergence R d’une série entiére
1
1 avec L =limsup |an|™.
L n— —+oo

> anpz™ est donné par R=

1
Exemple 10. Pour 3" 2" 22", on a |a,|™ = /2 si n est pair et 0 sinon. On en déduit

1
Rfﬁ.

Corollaire 11. (Reégle de Cauchy). Soit > anz™ une série entiére. Si la suite de terme

général |an|™ converge vers L, alors R=1/L.

Proposition 12. (Comparaison du rayon de convergence).
Soit Y anz™ et Y by, 2™ deux séries entiéres de rayon de convergence R, et Ry. Alors :

e  Si|ay| <|by| pour tout n €N, alors Rq > Ryp.
e Siap,=0(b,) ouan=o0(b,), alors Ry > Rp.

e Siap~by, alors R, = Rp.

1.3 Opérations sur les séries entiéres

Définition 13. Soit )" ap 2™ et Y b, 2™ deux séries entiéres. On appelle série somme
la série entiére Y (an + by) 2™ et série produit, ou produit de Cauchy la série entiére

dSenz™, ou
n
Cp= Z ag by k.
k=0

On appelle encore série produit par A € C la série > (Aay)z™.

Proposition 14. L’ensemble des séries entiéres, muni de ces trois lois, est une C-algébre
commutative.



Théoréme 15. Soit Y an z™ et Y by 2™ deux séries entiéres de rayon de convergence
respectif R, et Ry. Alors :

e Le rayon de convergence de la série somme vérifie R > min (Rq, Ry), avec égalité
si Ry # Ry, et V|z| <R, EI;% an 2™+ E:ioo by, 2™ = E:ioo (an +by) 2™.

e Le rayon de convergence de la série produit vérifie R > min (R, Ry) et pour tout
|| <R ona (X729 an 2™ (X2 bn2™) =12 e 2™

e Le rayon de convergence de la série produit par A € C ne change pas, et pour
|z| < Rq on a )‘E:ioo an 2" = ZI:’O (Aan) 2

2 Propriétés de la somme sur le disque de convergence

2.1 Analycité

Théoréme 16. Une série enti¢re ) a, 2"

dans le disque de convergence.

converge normalement sur tout compact inclu

+o0
Corollaire 17. L’application z+— Z an 2" est continue sur le disque de convergence

D(0, R).

n=0

Corollaire 18. La somme f de la série entiére > ap 2™ est de classe C*° sur |—R, R|.
De plus pour tout p € N on a

(o o r(p) 0
ap:fT() donc VzeC f(z)= Z %z?
p=0
Remarque 19. On a pas de telle propriétés sur le cercle de convergence C(0, R).
+oo 1

—n

. too 1 n e 8 i — is f-
Par exemple, f:z— 37 "7 — 2" n'est pas continue en z =1, mais f:z+—3 " —

Pest.

Définition 20. Soit f: X — C, avec X CIR. On dit que f est développable en série entiére
en zéro s’il existe une série entiére Y an 2" de rayon de convergence R>0 et r €0, R|

f(z)= ZZOO anpx™.

avec |—r,r[C X tel que VY €]—r, 7|

Définition 21. On dit que f: X — R est développable en série entiére au point xo € X si
x> f(z —x0) est développable en série entiére en zéro. On dit que | est analytique sur
X st elle est développable en série entiére en tout point de X.

Remarque 22. Les mémes définitions subsistent pour f:Q — C, ou €2 est un ouvert de
C. Une fonction analytique sur C tout entier est appelée fonction entiére.

Exemple 23. Toute fonction polynomiale sur R est analytique.

SECTION 2

Exemple 24. La fonction f:x+— e 1/2 1,0 est de classe C* sur R, mais elle n’est pas
analytique car elle n’est pas développable en série entiére en zéro.

Définition 25. Si f est développable en série entiére en xo € R, il existe un voisinnage de

(n)
xo sur lequel f est C*° et le développement en série entiére de f en xg est Y fT(,zo)(x —

x0)™. Cette série est appelée la série de Taylor de f en xg.

2.2 Fonctions holomorphes et séries entiéres

Dans cette partie, on se donne 2 un ouvert de C.
Définition 26. Un chemin ~:[0,1] — Q est appelé un lacet lorsque v(0) =~(1).

Définition 27. Soit v un lacet sur Q. Alors pour tout z € Q\ (v) on définit

1 d
Indy(z) : = %[YC—QZ

Proposition 28. La fonction Ind est a valeus entiéres sur Q\ (), constante sur chaque
composante connexe de Q\ (v) et nulle sur la composante connexe non bornée de (7).

Exemple 29. Si yv=C(a,r)" est le cercle orienté positivement de centre a et de rayon
r, alors

lsi|lz—al<r

vz e C\(C(a,r)™), Osilz—a|>r"

tma,(2) = {

Théoréme 30. (Cauchy sur un ensemble conveze)
On suppose ici que ) est convexe. Soit v un lacet sur 2 et soit f une fonction
holomorphe sur Q. Si z€Q et si z¢ (), alors on a

f(2) - Indy(2) = %/ f(_C)Z dc.
Jy

¢

Théoréme 31. Toute fonction holomorphe sur Q) est développable en série entiére en
tout point de €2, donc analytique.

On suppose désormais que 2 est connexe.

Théoréme 32. (Théoreme des zéros isolés de Riemann,)
Soit f holomorphe non nulle sur Q. Alors U'ensemble Z(f) des zéros de [ est un
ensemble discret, ce qui signifie que pour tout a € Z(f), il existe r >0 tel que Z(f)N D(a,

r)={a}.

Corollaire 33. Si f:Q— C est non nulle, alors Z(f) est au plus dénombrable et pour
tout compact K de D, Z(f)N K est fini.



APPLICATIONS DES SERIES ENTIERES

Corollaire 34. (Théoréme du prolongement analytique)

Si f et g sont des fonctions holomorphes sur Q et si f(z) = g(z) pour tout z dans un
ensemble qui posséde un point d’accumulation dans 2, alors on a f(z) = g(z) pour tout
z €.

gle o]
Exemple 35. La fonction I' définie par I'(z) = / t*—1e~t dt est holomorphe sur le
demi-plan de Poincaré Qg = {Re>0}. 70
Elle se prolonge en une unique fonction holomorphe sans zéros sur C\Z™, et % est
une fonction entiére vérifiant la formule d’Euler
vieC -1 = gm 2EHD - (ztn)

(2) n— oo n®-n!

2.3 Comportement sur la frontiére du disque de convergence

Développement 1 :

Théoréme 36. (Théoréme d'Abel angulaire)
Soit Y~ anz" une série entiére de rayon de convergence R > 1 telle que la série Y a, converge.

On note f sa somme sur D(0, 1) et on fixe O € {0,%[. On pose de plus

={zeC: |z|]<1}n{1—pe?: p>0 et 0 [—bp,00]}.
+0o0
Alors on a I|m f(z)—z an.
ZEABD n=0

Théoréme 37. (Théoréme taubérien faible)
Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R >1 et f sa somme sur D(0,1). On

suppose qu'il existe S € C tel que lim f(x)=S
1 x—1- +o0o
Si de plus a, = o<7>, alors la série Y a, converge et S = E an.
n
n=0

Théoréme 38. (Théoreme taubérien fort, admis).
Le résultat précédent est encore vrai si on suppose seulement a, =0O(1/n).

3 Applications des séries entiéres

3.1 Exponentielle complexe

Proposition 39. Soit z € C. La série Z Z— est absolument convergente. En tant que

série de fonctions, elle converge umformement sur tout sous-ensemble borné du plan
complezxe.

n
Corollaire 40. La fonction exp: z — Z % est définie sur le plan complexe C, et elle
est continue sur C. Par ailleurs, elle vérifie 'exp(a) exp(b) =exp(a+0b) pour tout a,be C.
Proposition 41. La fonction exp est entiére (holomorphe sur le plan compleze), et elle
vérifie exp’(z) = exp(z) pour tout z € C.
Proposition 42.
e Pour tout z € C, on a exp(z) #0.

e La restriction de l’exponentielle & R est une fonction positive strictement crois-
sante, qui vérifie
exp(zr) — +4oo et exp(z) — 0.

T — +00 T— — 00

LT
e ]l existe un nombre positif w tel que e'2 =i et tel que e* =1 si et seulement si

7.
270 €

e La fonction exponentielle est périodique, de période 27i.

e L’application t — €'t est une surjection de l’axze réel sur le cercle unité.

e L’exponentielle exp: C— C* est surjective.

Définition 43. On définit les fonctions cosinus et sinus sur C par

cos(z) :=Re(exp(z)) et sin(z)=Im(exp(2)).

Proposition 44. Pour tout z € C, on a

1 n 2n +o n 2n+1

_\- (=nmer
cos(z) = Z (2n et sin(z) Z (2n+1

Proposition 45. Les fonctions cos et sin restreintes a R sont 2w-périodiques, de classe
C>® sur R et vérifient cos’(z) = —sin(z) et sin’(x) = cos(z) pour tout z € R.

3.2 Fonction génératrice d’une variable aléatoire discréte

Définition 46. On définit la fonction (ou série) génératrice de X comme la série entiére

t):=>" P(X =kt~

k>0

Proposition 47. Le rayon de convergence R de la série entiere Gx(t) est supérieur ou
égal & 1. La fonction t+— E[tX] est bien définie et a valeurs finies pourt €]—R, R[U{—1,
1}, et vérifie alors E[t¥X]=Gx(t).

Proposition 48.

1. La fonction génératrice de X sur [—1,1] détermine entierement la loi de X.



2. Si X etY sont indépendantes, alors Gx+y =Gx Gy.

Développement 2 :

Théoréme 49. La variable aléatoire X est d’espérance finie si et seulement si Gx est dérivable
3 gauche au point 1, et dans ce cas, on a E[X]= Gx(1).

Exemple 50. On effectue des jeux de pile ou face successifs indépendants, avec probabilité
p €10, 1[ de faire face, et 1 — p de faire pile. On s'arréte lorsque |'on obtient deux faces

+p

. . . 1
consécutives. En moyenne, il faut 5
p

répétitions.

5 et on en déduit E[X] :L.
1—as l1—a

Exemple 51. Si X ~G(a), Gx(t)=(1—a)

SECTION 3

3.3 Résolution d’équations différentielles

Théoréme 52. Soit p(z)=3_ Zopnx” etq(z)=3, Zoqnx”. On suppose que ces séries
entiéres convergent sur |—R, R[ avec R>0. Alors pour tout ag,a1 € C, il existe une unique
solution y sur |—R, R[ au probléme de Cauchy y"' + py’+ qy=0, y(0) =ag et y'(0) =a1,
y étant développable en série entiére.

Exemple 53. Le probléme de Cauchy (1 —22) y” — zy’ =2 avec y(0) =y’(0) =0 a pour
solution f:x+ (arcsin(z))? sur ]—1, 1[. On déduit de la recherche de solution sous la forme
de série entiére de ce probléme de Cauchy que le développement de arcsin? en série entiére
sur |—1, 1] est donné par

too 22n+1(pl)2

2n+2
(2n+1)! '

Vaz €]-1,1[ arcsin®(z) =
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