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On se donne un entier n > 1 et I un intervalle de R.

1 Existence, structure et recherche des solutions

1.1 Existence et unicité

Définition 1. Soit p € N*. On appelle équation linéaire sur R"™ d’ordre p une équation
de la forme

XPU(t)=A,_1() XPTD(@0) + -+ A1) Y(8) + B(t), (L)

ot Ap_1,...,A0: I - My(R) sont dans L°°(I, My(R)) et B€ L>°(I,R").
L’équation est dite homogeéne si B est la fonction nulle.

Proposition 2. On peut ramener toute équation différentielle linéaire d’ordre p a une
équation différentielle linéaire d’ordre 1. En effet, (L) s’écrit aussi :

X() 0 I, (0) X(t) 0

d X'(t) B SR X/(t) :

dt : | o .0 I, : 0
X@=1D) Ao(t) Ap—1(t) X@=Dy) B(t)

On réduira donc l’étude a celle des équations différentielles linéaires d’ordre 1.

Développement 1 :

Théoréme 3. Soit | un intervalle de R, A: 1 — M,p(R) et b: | — R" deux applications L™, et
(to, x0) € x R". Alors le probléeme de Cauchy

(P): { x'(t) = A(t) x(t) + b(t)

X(t(]) =XQ

admet une unique solution définie sur I.

Remarque 4. La version de ce théoréme pour les équations différentielles d’ordre p est
la suivante : pour tg € I, pour tout Xo,..., X, 1€ K", il existe une unique solution ¢ de
(L) définie sur I tout entier telle que ¢(tg) = Xo, ..., P~ D(tg) = Xp—1-

Exemple 5. L’é¢quation différentielle (E): y”' +2y’+y=te! est linéaire. On peut se
ramener a résoudre X'(t) = AX(t) + B(t) en posant X (t) = ( 1;/,((25)) ), A= ( 91 j2 ), et
B(t) :( 2 )

Une résolution (voir partie 1.3) montre alors que les solutions de (F) sont de la forme

t; ! >et +(At+p)e t avec A\, p € R.

1.2 Espace des solutions

Théoréme 6. Soit A: I — M, (R) une fonction L>°. L’ensemble Sy des solutions (glo-
bales) de l’équation homogéne X'(t) = A(t) X (t) est un sous-espace vectoriel de dimension
n du R-espace vectoriel C1(I,R™).

Corollaire 7. L’ensemble des solutions de (L) est un espace affine de dimension n.
Toute solution de (L) s’écrit V 4+ Vp, ot Vp est une solution particuliére de (L) et V est
solution de l’équation homogene X'(t) = A(t) X (t).

L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre p est
un R-espace vectoriel de dimension np.

Théoréme 8. (Principe de superposition)
Si X1, ..., X, sont des solutions de (L): X'(t) = A(t) X(t) + B(t), alors pour tout
(M1,---, Ar) €RT, la combinaison linéaire >;_ | X\i X; est solution de (L).

Définition 9. Si z1,..., 2z, sont des solutions du systéme homogéne z'(t) = A(t) x(t),
on appelle Wronskien de ces solutions la fonction W définie sur [Ip,T1] par

W (t) = det(z1(t), . .., zm(t)).



Proposition 10. Avec les notations précédentes, on a pour tout t € [Ty, T1] :
t
W (t) = W(0) exp</ TrA(u)du).
J Ty

Application 11. Si A ne dépend pas de ¢, on déduit de la proposition précédente la
formule bien connue
det(etA) — eATr(A).

1.3 Résolvante et résolution explicite
On se donne un intervalle |Tp, T1[ de IR, et on considére probléme de Cauchy suivant :

{ 2() = A8) a(t) + b(t)
(Po): { z(Th) = xo ’

avec A€ Loo(]To, Tl[, Mn(]R)) etbe Loo(]Tg7 Tl[7 ]Rn)
Définition 12. On appelle résolvante du systéme homogeéne x'(t) = A(t) z(t) Uapplication
R définie par
) [T, T1]? — Mn(R)
(t1,t2) — R(t1,t2)’

[To, T1] — Mn(R)

est solution
t1— R(tl, tg)

de sorte que pour tout ta € [Ty, T1], Uapplication R(-,t2): {
du probleme de Cauchy M'(t) = A(t) M(t), M(t2) = IL,.
Proposition 13. La résolvante R vérifie les propriétés suivantes.

1. ReCY([Ty, 1], Mn(R)).

2. Vt1€[To, Th] R(t1,t1)=Ip.

3. Y(t1, ta, t3) € [1h, T1]®  R(t1,t2) R(ta, t3) = R(t1, t3).

De plus, si A€ CO([Ty, Th], Mn(R)), alors R € CY([Ty, T1]?, Mn(R)) et on a, pour tout
(t,7) € [To, T1]2 :

R =AW R(t,) et B(t,r)=—R(t,7) A().
6t1 8t2
Exemple 14. Si A= ( i ;1 ), alors la résolvante R du systéme z/(t) = A(t) z(t) vaut :
a s ¢
| cos(ti—t2)e2 2 —sin(t; —tz)e2 2
Rlt1,t2) = t7 3 ti 13
2

sin(t] —t2)e2 cos(ty —ta)e2 2

SECTION 2

Théoréme 15. On suppose que pour tout (t,7) € [Ty, T1]%, on a
A(t) A(T) = A(T) A(t). 1)

Alors la résolvante s’obtient par la formule

“Aw) dt>.

R(t1,t2) = exp<
Jt

Remarque 16. Dans le cas ou les coefficients ne dépendent pas du temps, cette formule
s’écrit alors

R(tl, tg) =eAlt2—t1),

Remarque 17. Si la condition (1) n’est pas vérifiée, on ne dispose pas d’une formule
générale pour calculer la résolvante.

Exemple 18. On pose A(t) :( g ; ) Alors on a

1 (t1—Dehr—t2—ty41 .
R(t1, t2) = (0 (ta )etl_tz 2 mais exp

“A)  d t> -

11
titte oty —ty
L == (e 1)

0 eti—t2

Théoréme 19. (Formule de Duhamel)
La solution du probléme de Cauchy (Po) vérifie :

V(to,t1) € [To, T2 a(t1) = R(t, o) x(to) + Lth(tl, s)b(s) ds.

Cette formule s’obtient via la méthode dite de « variation de la constante ».

2 Etude des solutions

2.1 Stabilité des systémes autonomes linéaires

Définition 20. On appelle point d’équilibre du systeme un élément T € D tel que f(Z)=0.
Quitte & poser g(x) = f(x+T), on peut se ramener au cas ot T=0. On suppose désormais
que f(0) =0 et on étudie dans ce qui suit la stabilité de 'origine.



ETUDE DES SOLUTIONS

Définition 21. On dit que le point d’équilibre x =0 est :
o stable si pour tout € >0, il existe 6 >0 tel que ||z(0)|]| <d=Vt>0 |z(t)||<e,
e instable si =0 n’est pas stable,

e asymptotiquement stable si x =0 est stable et que § peut étre choisi de sorte que

[z(0)|| <éd= lim =z(t)=0.
t— 400

Théoréme 22. Le point d’équilibre x =0 du systéeme z'(t) = Az(t) est stable si et seule-
ment si toutes les valeurs propres A de A vérifient :

Re(A\) <0 et Re(\)=0=rg(A—AI,)=n—g,

ow q désigne la multiplicité algébrique de A (c’est-a-dire sa multiplicité en tant que racine
du polynéme caractéristique de A).

Le point d’équilibre © =0 est asymptotiquement stable si et seulement si toute valeur
propre de A est de partie réelle strictement négative.

Théoréme 23. (Lemme de Gronwall)
Soient ¢, 1 ety trois fonctions continues sur un segment [a,b], a valeurs positives et
vérifiant linégalité
-t
veelt] w0 <0+ [ v ds
Ja

Alors on a

veelatl v <o)+ [ oo v en( [ vt du)as

Corollaire 24. Soit y: [a,b] — R" de classe C' vérifiant

Ja>0 3B>0 Vi€[a,b] [y’ <B+aly®)].
Alors

Iy < ly@l| et = + 2 (eatt=a) _1),

67

Vit € [a,b]

Exemple 25. Soit ¢: R4 — R une fonction de classe C!, strictement positive et croissante.
Alors toutes les solutions de I'équation y” + ¢(t) y =0 sont bornées sur R.

2.2 Etude qualitative dans R?

On se place dans le cas n =2, et on considére I’équation & coefficients constants Y/=AY
avec Y:R— IR? continue, et A= ( ch Z ) € GL2(IR). L’allure de la trajectoire des solutions

dépend alors des valeurs propres A1, Ay de A.

Tout est dans le Demailly, pages 290 a 294. Je ne refais pas les portraits de phase, il
n’y a qu’a les recopier.

e Cas1: A, A2 sont réelles. On distingue A\ # X et A\ =Xz (cas A >0 et A<0)

e Cas 2: Aj,A\2 ne sont pas réelles. On obtient des spirales.

2.3 Théorie du controle, cas linéaire

On se donne un intervalle |Tp, T1[ de R, et on considére probléme de Cauchy :

) 20 =A(t) z(t) + B(t) u(t)
(Po): { z(Tp) =0 ’

avec A € L>(]Tp, Th[, Mp(R)), B € L=®(Tp, Ti[, Mm n(R)) et u € L>°(Th, Ti[, R™) et
zo € R"™.

Définition 26.

On dit que le systeme z'(t) = A(t) z(t) + B(t) u(t) est contrélable si pour tout (xo,
z1) € R® x R, il existe u € L>®(]Tp, Ti[, R™) tel que la solution x € CO(|Ty, Ty[, R™) du
probleme de Cauchy (Po) vérifie z(1h) =zo et x(T1) = 1.

Définition 27. On définit le Gramian de controlabilité du systeme z'(t) = A(t) z(t) +
B(t) u(t) comme la matrice €€ Sp,(R) vérifiant

Ty
¢ = R(Ty,s) B(s)B(s)TR(T1, )T ds,
To
ot M7 signifie la transposée de M.
Théoréme 28. Le systéme de contréle x'(t) = A(t) z(t) + B(t) u(t) est controlable si et

seulement si son Gramian de controle € est inversible, et dans ce cas, une fonction de
contole u est donnée par

vre [Ty, Ty]  a(r)=B(r)TR(Ty, 7)Te Y (z1 — R(T1, Tp) x0)

Proposition 29. Soit (xg, 1) € R™ x R" et u € L?(|Ty, Ti[, R™) tel que la solution du
probléme de Cauchy x'(t) = A(t) x + B(t) u, z(Tp) = zo vérifie x(T1) = 1.
Alors le contréle u du théoréme 22 vérifie :

T T\
[ tawpaes [ Cuorar,
’1—‘() D

¢

avec égalité si et seulement si u(t) =u(t) pour presque tout t € [Ty, Ti].



zi(t)=u

tucRet tc[0,T
(8 =21 (6) + tu ou u e [0, T] avec

Exemple 30. Le systéme de controle {

), qui est de rang 1. On en déduit

2
T >0 a pour Gramian de contrélabilité €= ( I’ .
T2 T3

que ce systéme est controlable.

Développement 2 :

Théoréme 31. (Condition de Kalman indépendante du temps)
On suppose que A, B et u ne dépendent pas du temps. Alors le systéme de contréle
x'(t) = Ax(t) + Bu est contrélable sur [To, T1] si et seulement si Vect(A'Bu : u€R™ et

ie{0,...,n—1})=R".

ANNEXE

Théoréme 32. (Condition de Kalman dépendante du temps, Admis)
On suppose qu’il existe t € [Ty, T1] tel que Vect(B;(t) u, ue R™, i€ N)=R". Alors
le systéme de controle z'(t) = Az(t) + Bu est controlable sur [Ty, Th].

Annexe

Faire un dessin représentant la stabilité, la stabilité asymptotique et éventuellement un
dessin pour le controle.



	1 Existence, structure et recherche des solutions
	1.1 Existence et unicité
	1.2 Espace des solutions
	1.3 Résolvante et résolution explicite

	2 Etude des solutions
	2.1 Stabilité des systèmes autonomes linéaires
	2.2 Etude qualitative dans ℝ^2
	2.3 Théorie du contrôle, cas linéaire

	Annexe

