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Leçon 221 : Equations différentielles linéaires. Sys-
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On se donne un entier n� 1 et I un intervalle de R.

1 Existence, structure et recherche des solutions

1.1 Existence et unicité

Définition 1. Soit p2N�. On appelle équation linéaire sur Rn d'ordre p une équation
de la forme

X(p)(t)=Ap¡1(t)X
(p¡1)(t) + � � �+A0(t) Y (t)+B(t); (L)

où Ap¡1; : : : ; A0: I!Mn(R) sont dans L1(I ;Mn(R)) et B 2L1(I ;Rn):
L'équation est dite homogène si B est la fonction nulle.

Proposition 2. On peut ramener toute équation différentielle linéaire d'ordre p à une
équation différentielle linéaire d'ordre 1. En effet, (L) s'écrit aussi :

d
dt

0BBBBBBBB@
X(t)

X 0(t)

���
X(p¡1)(t)

1CCCCCCCCA=
0BBBBBB@

0 In (0)

��� �� � �� �
0 � � � 0 In

A0(t) � � � � � � Ap¡1(t)

1CCCCCCA
0BBBBBBBB@

X(t)

X 0(t)

���
X(p¡1)(t)

1CCCCCCCCA+
0BBBBBB@

0

���
0

B(t)

1CCCCCCA:

On réduira donc l'étude à celle des équations différentielles linéaires d'ordre 1.

Développement 1 :

Théorème 3. Soit I un intervalle de R, A: I!Mn(R) et b: I!Rn deux applications L1, et
(t0; x0)2 I �Rn. Alors le problème de Cauchy

(P):
�

x 0(t)=A(t) x (t)+ b(t)
x(t0)= x0

admet une unique solution définie sur I.

Remarque 4. La version de ce théorème pour les équations différentielles d'ordre p est
la suivante : pour t02 I, pour tout X0; : : : ;Xp¡12Kn, il existe une unique solution ' de
(L) définie sur I tout entier telle que '(t0) =X0; : : : ; '(p¡1)(t0)=Xp¡1.

Exemple 5. L'équation différentielle (E): y 00+2y 0+ y= tet est linéaire. On peut se
ramener à résoudre X 0(t) =AX(t) +B(t) en posant X(t) =

�
y 0(t)
y(t)

�
, A=

�
0 1
¡1 ¡2

�
, et

B(t)=

 
0

tet

!
.

Une résolution (voir partie 1.3) montre alors que les solutions de (E) sont de la forme

t 7!
�
t¡ 1
4

�
et+(�t+ �)e¡t avec �; �2R.

1.2 Espace des solutions

Théorème 6. Soit A: I!Mn(R) une fonction L1. L'ensemble SH des solutions (glo-
bales) de l'équation homogèneX 0(t)=A(t)X(t) est un sous-espace vectoriel de dimension
n du R-espace vectoriel C1(I ;Rn).

Corollaire 7. L'ensemble des solutions de (L) est un espace affine de dimension n.
Toute solution de (L) s'écrit V +V0, où V0 est une solution particulière de (L) et V est
solution de l'équation homogène X 0(t) =A(t)X(t).

L'ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire homogène d'ordre p est
un R-espace vectoriel de dimension np.

Théorème 8. (Principe de superposition)
Si X1; : : : ; Xr sont des solutions de (L):X 0(t) = A(t)X(t) +B(t), alors pour tout

(�1; : : : ; �r)2Rr, la combinaison linéaire
P

i=1
r �iXi est solution de (L).

Définition 9. Si x1; : : : ; xm sont des solutions du système homogène x0(t) =A(t) x(t),
on appelle Wronskien de ces solutions la fonction W définie sur [T0; T1] par

W (t) :=det(x1(t); : : : ; xm(t)):
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Proposition 10. Avec les notations précédentes, on a pour tout t2 [T0; T1] :

W (t) =W (0) exp
�Z

T0

t

TrA(u) du
�
:

Application 11. Si A ne dépend pas de t, on déduit de la proposition précédente la
formule bien connue

det(etA)= etTr(A):

1.3 Résolvante et résolution explicite
On se donne un intervalle ]T0; T1[ de R, et on considère problème de Cauchy suivant :

(P0):

(
x0(t)=A(t) x(t)+ b(t)
x(T0) =x0

;

avec A2L1(]T0; T1[;Mn(R)) et b2L1(]T0; T1[;Rn).

Définition 12. On appelle résolvante du système homogène x0(t)=A(t)x(t) l'application
R définie par

R:

(
[T0; T1]

2 ! Mn(R)
(t1; t2) 7! R(t1; t2)

;

de sorte que pour tout t22 [T0; T1], l'application R(�; t2):
�
[T0; T1]!Mn(R)
t1 7!R(t1; t2)

est solution

du problème de Cauchy M 0(t) =A(t)M(t), M(t2) = In.

Proposition 13. La résolvante R vérifie les propriétés suivantes.

1. R2C0([T0; T1]2;Mn(R)).

2. 8t12 [T0; T1] R(t1; t1)= In.

3. 8(t1; t2; t3)2 [T0; T1]3 R(t1; t2)R(t2; t3) =R(t1; t3):

De plus, si A 2 C0([T0; T1];Mn(R)), alors R 2 C1([T0; T1]2;Mn(R)) et on a, pour tout
(t; �)2 [T0; T1]2 :

@R
@t1

(t; �)=A(t)R(t; �) et @R
@t2

(t; � )=¡R(t; � )A(�):

Exemple 14. Si A=
�
t ¡1
1 t

�
, alors la résolvante R du système x0(t)=A(t)x(t) vaut :

R(t1; t2) =

0BBBB@ cos(t1¡ t2) e
t1
2

2
¡ t2

2

2 ¡sin(t1¡ t2) e
t1
2

2
¡ t2

2

2

sin(t1¡ t2) e
t1
2

2
¡ t2

2

2 cos(t1¡ t2) e
t1
2

2
¡t2

2

2

1CCCCA:

Théorème 15. On suppose que pour tout (t; � )2 [T0; T1]2, on a

A(t)A(�)=A(�)A(t): (1)

Alors la résolvante s'obtient par la formule

R(t1; t2)= exp
�Z

t1

t2
A(t) dt

�
:

Remarque 16. Dans le cas où les coefficients ne dépendent pas du temps, cette formule
s'écrit alors

R(t1; t2)= e
A(t2¡t1):

Remarque 17. Si la condition (1) n'est pas vérifiée, on ne dispose pas d'une formule
générale pour calculer la résolvante.

Exemple 18. On pose A(t) =
�
0 t
0 1

�
. Alors on a

R(t1; t2) =

 
1 (t1¡ 1)et1¡t2¡ t2+1

0 et1¡t2

!
mais exp

�Z
t1

t2

A(t) d t

�
=0@ 1

t1+ t2
2

(et1¡t2¡ 1)
0 et1¡t2

1A:
Théorème 19. (Formule de Duhamel)

La solution du problème de Cauchy (P0) vérifie :

8(t0; t1)2 [T0; T1]2 x(t1)=R(t1; t0)x(t0)+

Z
t0

t1
R(t1; s) b(s) ds:

Cette formule s'obtient via la méthode dite de � variation de la constante�.

2 Etude des solutions

2.1 Stabilité des systèmes autonomes linéaires

Définition 20. On appelle point d'équilibre du système un élément x2D tel que f(x)=0.
Quitte à poser g(x)= f(x+x), on peut se ramener au cas où x=0. On suppose désormais
que f(0)=0 et on étudie dans ce qui suit la stabilité de l'origine.

2 Section 2



Définition 21. On dit que le point d'équilibre x=0 est :

� stable si pour tout "> 0, il existe � > 0 tel que kx(0)k<�=)8t� 0 kx(t)k<",

� instable si x=0 n'est pas stable,

� asymptotiquement stable si x=0 est stable et que � peut être choisi de sorte que

kx(0)k<�=) lim
t!+1

x(t)= 0:

Théorème 22. Le point d'équilibre x=0 du système x0(t)=Ax(t) est stable si et seule-
ment si toutes les valeurs propres � de A vérifient :

Re(�)� 0 et Re(�)= 0=) rg(A¡�In)=n¡ q;

où q désigne la multiplicité algébrique de � (c'est-à-dire sa multiplicité en tant que racine
du polynôme caractéristique de A).

Le point d'équilibre x=0 est asymptotiquement stable si et seulement si toute valeur
propre de A est de partie réelle strictement négative.

Théorème 23. (Lemme de Gronwall)
Soient ';  et y trois fonctions continues sur un segment [a; b], à valeurs positives et

vérifiant l'inégalité

8t2 [a; b] y(t)� '(t)+
Z
a

t

 (s)y(s) ds:

Alors on a

8t2 [a; b] y(t)� '(t)+
Z
a

t

'(s)  (s) exp
�Z

s

t

 (u) du

�
ds:

Corollaire 24. Soit y: [a; b]!Rn de classe C1 vérifiant

9�> 0 9� > 0 8t2 [a; b] ky0(t)k� �+� ky(t)k:
Alors

8t2 [a; b] ky(t)k�ky(a)k e�(t¡a)+ �
�
(e�(t¡a)¡ 1):

Exemple 25. Soit q:R+!R une fonction de classe C1, strictement positive et croissante.
Alors toutes les solutions de l'équation y 00+ q(t) y=0 sont bornées sur R+.

2.2 Etude qualitative dans R2

On se place dans le cas n=2, et on considère l'équation à coefficients constants Y 0=AY
avec Y :R!R2 continue, et A=

�
a b
c d

�
2GL2(R). L'allure de la trajectoire des solutions

dépend alors des valeurs propres �1; �2 de A:

Tout est dans le Demailly, pages 290 à 294. Je ne refais pas les portraits de phase, il
n'y a qu'à les recopier.

� Cas 1 : �1; �2 sont réelles. On distingue �1=/ �2 et �1=�2 (cas �> 0 et �< 0)

� Cas 2 : �1,�2 ne sont pas réelles. On obtient des spirales.

2.3 Théorie du contrôle, cas linéaire
On se donne un intervalle ]T0; T1[ de R, et on considère problème de Cauchy :

(P0):
(
x0(t)=A(t) x(t)+B(t)u(t)
x(T0) =x0

;

avec A 2 L1(]T0; T1[;Mn(R)), B 2 L1(]T0; T1[;Mm;n(R)) et u 2 L1(]T0; T1[;Rm) et
x02Rn.

Définition 26.
On dit que le système x0(t) =A(t) x(t) +B(t) u(t) est contrôlable si pour tout (x0;

x1) 2Rn�Rn, il existe u 2L1(]T0; T1[;Rm) tel que la solution x2 C0(]T0; T1[;Rn) du
problème de Cauchy (P0) vérifie x(T0)=x0 et x(T1) =x1.

Définition 27. On définit le Gramian de contrôlabilité du système x0(t) =A(t) x(t) +
B(t)u(t) comme la matrice C2Sn(R) vérifiant

C :=

Z
T0

T1

R(T1; s)B(s)B(s)
TR(T1; s)

T ds;

où MT signifie la transposée de M.

Théorème 28. Le système de contrôle x0(t) =A(t) x(t)+B(t)u(t) est contrôlable si et
seulement si son Gramian de contrôle C est inversible, et dans ce cas, une fonction de
contôle u est donnée par

8� 2 [T0; T1] u(�)=B(�)TR(T1; �)
TC¡1(x1¡R(T1; T0)x0)

Proposition 29. Soit (x0; x1)2Rn�Rn et u2L2(]T0; T1[;Rm) tel que la solution du
problème de Cauchy x0(t) =A(t)x+B(t)u, x(T0) =x0 vérifie x(T1)=x1.

Alors le contrôle u du théorème 22 vérifie :Z
T0

T1

ju(t)j2 dt�
Z
T0

T1

ju(t)j2 dt;

avec égalité si et seulement si u(t)=u(t) pour presque tout t2 [T0; T1]:
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Exemple 30. Le système de contrôle

(
x1
0 (t) =u

x2
0 (t) =x1(t)+ tu

où u 2R et t 2 [0; T ] avec

T > 0 a pour Gramian de contrôlabilité C=

 
T T 2

T 2 T 3

!
, qui est de rang 1. On en déduit

que ce système est contrôlable.

Développement 2 :

Théorème 31. (Condition de Kalman indépendante du temps)
On suppose que A ; B et u ne dépendent pas du temps. Alors le système de contrôle

x 0(t) = Ax (t) + Bu est contrôlable sur [T0; T1] si et seulement si Vect(Ai Bu : u 2Rm et
i 2f0; : : : ; n ¡ 1g)=Rn.

Théorème 32. (Condition de Kalman dépendante du temps, Admis)
On suppose qu'il existe t2 [T0; T1] tel que Vect(Bi(t) u; u2Rm; i2N) =Rn. Alors

le système de contrôle x0(t)=Ax(t) +Bu est contrôlable sur [T0; T1]:

Annexe

Faire un dessin représentant la stabilité, la stabilité asymptotique et éventuellement un
dessin pour le contrôle.
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