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Dans tout ce qui suit, m désigne un entier naturel non nul.

1 Existence et unicité

1.1 Définitions

Soit I un intervalle ouvert de R, €2 un ouvert de R™ et f: 1 x  — IR™ une application
continue. On considére le probléme de Cauchy suivant

(P):{ #/(t) = f(t,2(1))

I(to) =29
Définition 1. On appelle solution globale au probléeme (P) une fonction z: I — Q déri-
vable et vérifiant les équations de (P).

Définition 2. On appelle solution locale au probléme (P) tout couple (J,x), ou J C I
est un voisinnage de to et x: J — Q est dérivable, et vérifie les équations de (P).

Définition 3. Si (J,z) et (J,&) sont des solutions locales de (P), on dit que (J, )
prolonge (J,x) si J CJ et si & coincide avec x sur J.

Définition 4. On dit qu’une solution locale (J,x) est maximale si elle n’a pas d’autre
prolongement qu’elle méme.

Remarque 5. Une solution maximale n’est pas nécessairement globale. Considérons par

1 .
exemple le probléme de Cauchy y’ =32 sur R x R. Alors <1R*_,t — —;) est une solution

maximale & ce probléme, mais elle n’est pas globale.

1.2 Théorémes d’existence et d’unicité
Proposition 6. (formulation intégrale d’un probléeme de Cauchy)
Une fonction x: I —IR™ est solution au probléme de Cauchy (P) si et seulement si

i. [ est continue et Ve €I (t,z(t)) €l x Q.

i vtel z(t)=z0+ /tf(s,w(S))dS-
Jto

Définition 7. On dit qu’une application f: E — F est localement lipschitzienne autour
d’un point xg € E s’il existe un voisinnage ouvert U C E de xq et une constante ko >0 tel
que :

Vz,yeU |[f(z) = fW) < ko[l —yll-

Développement 1 :

Théoréme 8. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz)

Soit | un intervalle ouvert de R, Q un ouvert de R™ et f:1 x Q — R™ une application
continue et localement lipschitzienne en sa seconde variable.

Sito €l et xo € Q sont fixés, alors le probléme de Cauchy (P) admet une unique solution

maximale.

Exemple 9. L’équation (E): y’ = y? avec pour condition initiale y(0) = yo admet pour
> si yo>0

unique solution maximale la fonction nulle si yo=0, (}i, +oo{,t 90
Yo

1 v 1—tyo
et —00, —|,t— 0 si yo <O0.
G yo{ 1*ty0) Y

Exemple 10. L'é¢quation (E): y’ = 3|y|?/3 admet deux solutions maximales car globales
qui sont yi:t+ 0 et yo: =t t3 (définies sur R). La fonction y+— 3 \y|2/3 n’est pas
localement lipschitzienne autour de zéro.

Théoréme 11. (Théoréme de Cauchy-Arzela-Peano)
Si f: I xQ—R™ est continue, alors (P) admet une solution mazimale, non néces-
sairement unique. La preuve de ce résultat repose sur le théoréme d’Ascoli.

2 Etude des solutions

2.1 Outils pour I’étude des solutions : cas général

Théoréme 12. (Critére de sortie de tout compact)

Une solution y: ]a, b — R™ de (P) est maximale si et seulement si t— (t, y(t))
s’échappe de tout compact K de I x Q quand t— at ou quand t —b~.

Comme les compacts de I x Q2 sont les parties fermées bornées de I x 2, ceci signifie
encore que (t,y(t)) s’échappe du bord de U quand t — at ou quand t—b~.



Exemple 13. L’équation (E) de I'exemple 9 avec pour condition initiale y(1)=—1 a
. . 1 *

pour solution maximale ¢ — - sur R%.
Théoréme 14. (Lemme de Gronwall)

Soient ¢, 1) ety trois fonctions continues sur un segment [a,b], a valeurs positives et
vérifiant linégalité

t
veelt] v <0+ [ v ds

Alors on a “

veelatl v < e+ [ oo v en( [ vt du)ds

Corollaire 15. Soit y: [a,b] — R" de classe C vérifiant
Ja>0 3B>0 Viela,b] [y'O<B+aly@)l

Alors
@)l < lly(a)] e~ + B (ex(t=®) —1).

«

vt € [a,b]

Exemple 16. Soit ¢: R4 — R une fonction de classe C!, strictement positive et croissante.
Alors toutes les solutions de 1'équation y”’ + ¢(t) y =0 sont bornées sur R.

2.2 OQOutils pour I’étude des solutions : cas linéaire
On se donne un intervalle |Tp, T1[ de IR, et on considére probléme de Cauchy suivant :

) @' =A(t) z(t) +b(t)
(Po): { z(Tp) =zo '

avec A€ L®°(|Tp, Th[, Mn(RR)) et b€ L>°(]Tp, T1[, R™).
Définition 17. On appelle résolvante du systéme homogene x'(t) = A(t) z(t) Uapplication
R définie par
R: [To, T1}2 - Mn(IR')
(tl,tz) — R(tl, tg) ’

[To, T1] — Mn(R)

est solution
t1— R(tl, tz)

de sorte que pour tout ta € [Ty, T1], Uapplication R(-,t2): {
du probleme de Cauchy M'(t) = A(t) M(t), M(t2) = IL,.
Proposition 18. La résolvante R vérifie les propriétés suivantes.

1. ReC[Ty, Th)%, Mn(R)).

2. Vt1€[To, Th] R(t1,t1)=1Ip.

3. Y(t1, ta, t3) € [1h, T1]®  R(t1,t2) R(ta,t3) = R(t1,t3).

SECTION 3

De plus, si A€ CO([Ty, Th], Mn(R)), alors R € CY([Ty, T1]?, Mn(R)) et on a, pour tout
(t,7) € [To, Tﬂ2 :

OR OR
m—l(tm') =A({t)R(t,T) et WZ(L T7)=—R(t, 1) A(T).

t

Exemple 19. Si A:( 1

;1 ), alors la résolvante R du systéme z/(t) = A(t) z(t) vaut :

t

—sin(t; —t2) e 2
tt

=t
g

2
2

o
=t
oo

ot

|

cos(t; —t2)e 2
2
2

R(t1,t2) =

g

t

%
el

vl

sin(t; —t2) e cos(t] —t2)e2 2

Théoréme 20. (Formule de Duhamel)
La solution du probléme de Cauchy (Po) vérifie :

V(to, 1) € [To, 12 a(tr) = R(t1, to) x(to) + /tth(tl, $)b(s) ds.

Définition 21. Siz1,...,x,, sont des solutions du systéme homogene z'(t) = A(t) z(t),
on appelle Wronskien de ces solutions la fonction W définie sur [Ty, Th] par

W (t) :=det(z1(t),...,zm(t)).
Proposition 22. Avec les notations précédentes, on a pour tout t € [Ty, T1] :

W (t) = W(0) exp<' TZTrA(u) du> .

Application 23. Si A ne dépend pas de t, on déduit de la proposition précédente la
formule bien connue
det(etA) — eLTr(A).

3 Stabilité des systémes autonomes

Dans cette partie, on considére le systéme autonome z’(t) = f(z(t)), ot f: D — R™ est
localement lipschitzienne sur un ouvert connexe D C R™.

3.1 Définitions et exemples

Définition 24. On appelle point d’équilibre du systeme un élément T € D tel que f(Z)=0.
Quitte & poser g(x) = f(x+T), on peut se ramener au cas ot T=0. On suppose désormais
que f(0) =0 et on étudie dans ce qui suit la stabilité de 'origine.



CONTROLE DES SYSTEMES LINEAIRES : UNE INTRODUCTION

Définition 25. On dit que le point d’équilibre x =0 est :
e stable si pour tout e >0, il existe 6 >0 tel que ||z(0)[| <d=Vt>0 |z(t)| <e,
e instable si =0 n’est pas stable,

e asymptotiquement stable si x =0 est stable et que § peut étre choisi de sorte que
[z(0)|| <éd= lim =z(t)=0.
t— 400

Exemple 26.
21(t) = wa(t)
x5(t) = —asin(z1(t)) — bsin(xa(t))
Elle admet deux points d’équilibre (z; =0, 22 =0), qui est stable mais pas asymptoti-
quement stable, et (z1=m,z2=0), qui est instable.

On considére ’équation {

3.2 Critéres de stabilité (cas linéaire et cas global)

Théoréme 27. Le point d’équilibre x =0 du systéme z’(t) = Az(t) est stable si et seule-
ment si toutes les valeurs propres A\ de A vérifient :

Re(A\) <0 et Re(\)=0=rg(A—A\I,)=n—g,

ou q désigne la multiplicité algébrique de A (c’est-a-dire sa multiplicité en tant que racine
du polynéme caractéristique de A).

Le point d’équilibre x =0 est asymptotiquement stable si et seulement si toute valeur
propre de A est de partie réelle strictement négative.

Lemme 28.
Soit A€ M, (R) tel que Re(Sp(A)) C]—o0,0[. Alors il existe o, K >0 tels que :

vt € [0, +o0] lexp(tA)]| < Ke= ot

Théoréme 29.
Soit f €CY(D,R").
1. Si les valeurs propres de la jacobienne en zéro A:=J f(0) sont toutes a partie réelle

strictement négatives, alors 0 est asymptotiquement stable.

2. St l'une des valeurs propres de A est a partie réelle strictement positive, alors 0
est instable.

Exemple 30.

2" () + e (22(t) — 1) 2’ (t) + z(t) =0
z(0) =29 et 2’(0) =x1

01 :: ) et 0 est asymptotiquement stable.

On considére le systéme { , avec € < 0. Alors

70)=(

Exemple 31.

z'(t) = az(t)?
y'(t) = By>(t)
pas de conclure). On montre par une résolution directe que (0,0) est asymptotiquement
stable si a <0 et 8 <0, instable si a >0 ou 3> 0.

On considére le systéme { On a Jf(0) =0 (le théoréme 29 ne permet

4 Controle des systémes linéaires : une introduction

On se donne un intervalle |7y, T1[ de R, et on considére probléme de Cauchy :

2t = A(t) () + B(t) u(t)
(PO).{ z(Tp) =0 ’

avec A € L>(]Tp, Th[, Mp(R)), B € L=®(Tp, Ti[, Mm n(R)) et u € L>®(Th, Ti[, R™) et
zg € R".

Définition 32.

On dit que le systeme z'(t) = A(t) z(t) + B(t) u(t) est contrélable si pour tout (xo,
x1) € R® x R, il eziste u € L>®(]Tp, Th[, R™) tel que la solution x € CO(|Ty, Ty[, R™) du
probléme de Cauchy (Po) vérifie z(1h) =zo et x(T1) =x1.

Définition 33. On définit le Gramian de controlabilité du systeme x'(t) = A(t) z(t) +
B(t) u(t) comme la matrice €€ S, (R) vériyfiant

¢ = /TlR(Tl,s) B(s)B(s)TR(Ty,s)Tds,
J Ty

ot M7 signifie la transposée de M.

Théoréme 34. Le systeme de contréle z'(t) = A(t) z(t) + B(t) u(t) est controlable si et
seulement si son Gramian de controle € est inversible.

zi(t)=u
xh(t) =z1(t) +tu

T T2
T2 T3

Exemple 35. Le systéme de controle { ot u€R et tel0,T] avec

T >0 a pour Gramian de controélabilité €= ( ), qui est de rang 1. On en déduit

que ce systéme est controélable.

Développement 2 :

Théoréme 36. (Condition de Kalman)

On suppose que A, B et u ne dépendent pas du temps. Alors le systéme de contréle x’(t) =
Ax(t) 4 Bu est contrélable sur [To, Ty] si et seulement si Vect(A/Bu : ueR™ et i€ {0,...,
n—1})=R"
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