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Lecon 209 : Approximation d’une fonction par des
fonctions réguliéres. Exemples et applications.

Devs :
e Théoréme de Féjer
e Critére de Weyl
Reéférences :
1. Stein & Shakarchi, Fourier Analysis
. Hirsch-Lacombe, Elements d’analyse fonctionnelle

. Gourdon, Analyse

=W N

. Quéftélec, Analyse pour 'agrégation
5. Autre (en particulier, poly d’analyse fonctionnelle du M1 de P6)

Idée générale de la lecon : pour démontrer un résultat sur un espace mal connu, on
restreint la preuve & un espace plus petit et mieux connu, puis on utilise des théorémes
d’approximation pour conclure.

1 Approximation polynomiale

1.1 Approximation locale

Théoréme 1. (Formule de Taylor Young)
Soient n € N et F une fonction définie sur un intervalle I de R, a valeurs dans R et

de classe C™ sur 1. Soit a €1 tel que F("T1(a) eziste. Alors lorsque h—0 on a

ntl (k)
Flatn)=3" Sk o+,
k=0 ’
sin(x)

Exemple 2. La fonction x — se prolonge sur R en une fonction continue.
T

Théoréme 3. (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soient n €N et F:[a,b] — R une application de classe C" 1 sur [a,b]. Alors

F(b) = Z —F};(!“) (b—a)k+ /})%F“’“’(t)dt
k=0 - )

Application 4. Soit f € C°(R, R) telle qu’il existe un polynéme P de degré impair
vérifiant, pour tout m € N et 2 € R, | f(™)(z)| <|P(z)|. Alors f est la fonction nulle.

Application 5. L’application f: R — R définie par f(z)=0si z <0 et par f(z)=e"1/?
si x>0 est de classe C*™ sur R.

1.2 Approximation uniforme sur un compact

Définition 6. Soit f:[0,1] — C une fonction continue. On appelle module de continuité
de f la fonction wy définie sur [0,1] par

Vhe[0,1]  wy(h)=sup{|f(u) = f(v)] : lu—v[<h}.

Proposition 7. La fonction w vérifie les propriétés suivantes.
® w est croissante.
e  Pour tout h1,ha €[0,1], on a ws(hy + h2) <ws(h1) +wys(h2).
o Pourtout h€[0,1] et A >0 tel que Ah €[0,1], on a wp(Ah) < (A+1)wy(h).

Théoréme 8. (Bernstein)
Soit f:]0,1] — C une fonction continue. Pour n>1, on considére le polynéme By(f,

m):Bn(m)zzzzo( " )xk(l —x)”"ﬁ‘(%) Alors :

1. B,, converge uniformément vers f sur [0,1].

2. Plus précisément, on a || f — Bp|lco < C-wf(i) ot C' >0 est une constante.

< NG
Corollaire 9. (Weierstrass)
L’espace des polynomes C[X] est dense dans C%([0, 1], C).

Application 10. Soit f € ([0, 1], R) telle que folf(t) t™ dt =0 pour tout n € N. Alors
F=o0.

On peut généraliser le théoréme de Weierstrass sur un espace métrique compact non
vide (X, d), de la maniére suivante.

Lemme 11. On suppose que (X,d) est compact et contient au moins deuzr éléments.
Soit H une partie de C(X,R) vérifiant les conditions suivantes :
1. Ya,be H

2. Six ety sont deux points distincts quelconques de X et si o, 3 sont des réels, alors
il existe uw € H tel que u(z) =a et u(y) =>b. (partie séparante)

Alors H est dense dans C(X,R).

sup(u,v) € H et inf (u,v) € H. (partie réticulée)

Théoréme 12. (Théoreme de Stone- Weierstrass)



Soit H un sous-espace vectoriel de C(X,R) réticulé et séparant, contenant les fonc-
tions constantes. Alors H est dense dans C(X,R).

Exemple 13. L’ensemble des fonctions lipschitziennes de X dans R est dense dans
C(X,R).

2 Approximation trigonométrique

2.1 Intégration sur T

On se place sur le tore T=1R/27Z, et on identifie les fonctions sur T a valeurs complexes
avec les fonctions 27-périodiques sur R. On munit T de la mesure A définie par X(A +
2w Z) = MAN 0, 27]) pour tout borélien A C R, de sorte que pour toute fonction f
borélienne positive sur T ou dans L!(}), on ait

/deX = /[O,%[fd)\.

Dans la suite, on notera simplement A, ou « dz » la mesure A, qui est donc la mesure de
LEBESGUE sur T.

Définition 14. Pour f € L(T) et n€Z, on définit le n°™¢ coefficient de Fourier de f par

f(n) _,)%/;V/‘(/)(Timd/.

4T

On appelle série de Fourier associée (formellement) a f la série E f(n) et et on

note (SN(f))NeN la suite des sommes partielles associée a cette de
Définition 15. Soit f, g€ LY(T). On définit la convolution f* g de f et de g sur T par

(f *9)(x) %v/;./‘(.u)r/(w —y)dy.

Proposition 16. Soit f, g, h € L'(T).
1. fx(g+h)=(f*xg)+ (f=h).

On a les propriétés suivantes :

2. (ef)yxg=c(f=g)=fx*(cg) pour tout c € C.
3. fxg=gx[.
4. (fxg)xh=[f*(g*h).

5. fxgecCoT).

6. v/";.(/(ni) f(n) §(n) pour tout n € Z.

SECTION 2

2.2 Famille de « bons noyaux »

Définition 17. On dit qu’une suite de fonctions (Kp)neN tntégrables sur T est un « bon
noyau » lorsqu’elle vérifie :

1 R R
o1 /M K n((l') dx 1.

2. sup / |Kp(z)| da < oo,
neEN JT .
3. V6 >0 lim / |[Kp(z)| dz=0.
n—+oo J§<|z|<

s

1. VneN

Théoréme 18. Soit (K,)neN un bon noyau et f € L°°(T). Pour tout point de continuité
z de f, on a

lim (f*Ky)(z)=f(z).

n— 400
Si de plus [ est continue partout sur T, alors la limite est uniforme.
Définition 19. On appelle noyau de Dirichlet et noyau de Féjer les suites de fonctions
respectives (DN)N>1 et (Fn)n>1 définies sur T par :

N —1

.
YN>1 Dy()= Y ™ et FEy(@)=p 3 Dala).
n=—N ‘

— n=0

Développement 1 :

Théoréme 20. (Théoréme de Féjer)

2
Pour tout x € T non nul, on a Fy(x) :%%

Cela signifie en particulier, que pour une fonction f € C('T), la somme partielle de ses coef-

, et le noyau de Féjer est un bon noyau.

N
ficients de Fourier Sy(f) définie sur T par Sy(f)(t) = Z £ (n) et = (f x Dy)(t) converge
n=—N

au sens de Césaro, uniformément vers f.

Application 21. (Théoréme de Weierstrass trigonométrique)
L’espace des polynomes trigonométriques est dense dans CO(T).

2.3 Application : un critére d’équirépartition
Définition 22. On dit qu’une suite (T,)neN
tout intervalle ouvert |a,b[ C [0,1[, on a
Jar <n<N:«x s
lim Card{1<n < / ty €la,b[}
N — 400 N

d’éléments de [0, 1] est équirépartie si pour

= b—a.




CONVOLUTION ET REGULARISATION

Cela signifie que pour N assez grand, la proportion d’éléments x, dans ]a,b[ pour 1<

n < N, s’approche du quotient de la longueur de lintervalle ]a,b| par la longueur de

lintervalle [0, 1].

Proposition 23.
Une suite (zn)nen € [0, 1[N
tels que a < b, on a

est équirépartie si et seulement si pour tout (a,b) € [0,1[>

N "1

1
TZ Lia,5[(Zn) v /1:,,_,)[(.1')(/,1:

n=1 J0

Développement 2 :

Théoréme 24. (Critére de Weyl)
On se donne une suite (xn)neN+ d'éléments de [0,1[. Alors (xn)ncN est équirépartie si et
seulement si pour tout k € Z*, on a

=|

N
lze2i7rkxn - o

N —+oco
n=1

Exemple 25. On dit qu’'une suite
la suite (zp, — |Zn])nen- est équirépartie.

Le théoréme de Weyl permet alors de montrer facilement que pour ~ > 0, la suite

(n7vy)n>1 est équirépartie si et seulement si v est irrationnel.

3 Convolution et régularisation

3.1 Convolution sur R? et approximations de ’unité.

Définition 26. Soit p, q € [1,+00] deux exposants conjugués, c’est-a-dire que %Jré: 1.
On se donne f € LP(R?) et g € LY(R%). On définit la convolution de f et g sur R¢ par

Ve € R (f*g)(m):/ fl@—1y)g(y)dy.
Rd

Proposition 27. La convolution sur R? est bilinéaire et symétrique.

Proposition 28. Soit p, € [1,400] deux exposants conjugués et f € LP(R?), g€ LI(RY).
La fonction fx g est uniformément continue et bornée, et on a l’inégalité

15 glloe <1 f1lp glla-

Par ailleurs, st 1<p<oo, alors lim |fxg(x)|=0. Cette conclusion demeure si p=1
—too

x|

et si g est a support compact.

n)neN+ de réels est équirépartie modulo 1 lorsque

Proposition 29. Soit p,q € [1,400] deux exposants conjugués et f € LP(R?), g € LI(RY).
Alors

Supp(f * g) C Supp (f) + Supp(g),

ot Supp(f):={z € R?: f(x)=0} est le support de f.

Théoréme 30. (Inégalité de Young)
Soit p,q € [1,+00] tels que %JF%Z 1, et fe LP(RY), ge LIY(RY). Alors f*g est bien

définie et si l’on pose %=%+%f 1, alors fxg€L" et

£ *gllr<II£llpllgllg:

Théoréme 31. (Adnus, preuve longue et technique)
Soit p € [1,+00[. Alors lespace Co.(R?%) des fonctions continues & support compact sur
R? est dense dans LP(RY).

Définition 32. On appelle encore bons noyau, ou approrimation de l'unité, une suite de
fonction (¢n)nen de LY(RY) qui satisfait les propriétés de la définition 17, en remplacant
T par RY.

Exemple 33. Soit ¢ € C>°(R%) a support compact d’intégrale 1, obtenue par exemple
grace a la fonction f de ’exemple 5. Alors la famille (¢,,)neN définie par

pn(z) =ntp(nz)
est une approximation de 'unité.

Exemple 34. On pose ici d=1. La famille (K, )nen définie sur R par Ky, (z) = /e~ "%
est une approximation de 'unité.

On dispose alors d’un résultat similaire au théoréme 18.

Théoréme 35. Soit p € [1,00[ et soit (¢n)neN une approrimation de l'unité. Si f €
LP(R%), alors pour tout n € N, f* ¢, € LP(RY) et

1£%6n—1lp =0

— 400

Application 36. L’espace CS° (]Rd) des fonctions de classe C*° & support compact sur
R? est dense dans LP(IRY).

Application 37. (Formule d’inversion de Fourier)

Soit f un élément de l'espace Schwartz S(R) :

feECOMR) : Vk L€

N sup \.1'\/" @) < x} On définit la transformée de Fourier de f par

VEER J(&) = [ fa)e—2im da.

JRR



On a alors la formule d’inversion de Fourier :

flz) =

VzeR f(&) eimé ge.
J R

En particulier, I’application F définie sur S(IR) par F(f) = f est injective.

3.2 Application aux distributions.

Définition 38. On dit quune forme linéaire T sur CS°(R%, R) est une distribution si
pour tout compact K de RY, il existe px € N et Cx >0 tels que, pour toute fonction
e € CX(RY R) & support dans K on ait
(T, )| < Cx max sup |05 p(z)l.
la| <px zeR?

Sl existe p tel que l'on ait pg < p pour tout compact K C R%, on dit que T est une
distribution d’ordre inférieur a p.

Exemple 39. Soit Llloc(]Rd) l'espace des fonctions intégrables sur tout compact de RY.
Si f € LL.(RY), on définit la distribution [f] par

Vo eCE®RLR) ([fl¢)i= [ ol@) f(@)da.

SECTION 3

Proposition 40. Soit f € Ll (RY) telle que la distribution [f] soit nulle. Alors f=0
presque partout sur R4,

Définition 41. Soit T une distribution. On définit la dérivée distributionnelle de T, notée
T', par

VQOECEO(Rd7R) <T790> :_<T730/>
Proposition 42. Soit T une distribution de dérivée distributionnelle nulle. Alors T est
constante.

Théoréme 43. (Rademacher)
Soit f: R— R une application. Alors f est lipschitzienne si et seulement si il existe
g€ L>®(R) telle que

Y@,y €ER?  f@)— f(y) = / “g(t) dt.



	1 Approximation polynomiale
	1.1 Approximation locale
	1.2 Approximation uniforme sur un compact

	2 Approximation trigonométrique
	2.1 Intégration sur 𝕋
	2.2 Famille de « bons noyaux »
	2.3 Application : un critère d'équirépartition

	3 Convolution et régularisation
	3.1 Convolution sur ℝ^d et approximations de l'unité.
	3.2 Application aux distributions.


