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1 Généralités sur la compacité

1.1 Espaces topologiques compacts et localement compacts
Dans cette partie, on considère (X; �) un espace topologique.

Théorème 1. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

� De tout recouvrement de X par une famille (Xi)i2I d'ouverts, on peut extraire un
sous-recouvrement fini.

� De toute famille (Fi)i2I de fermés de X dont l'intersection est vide, on peut
extraire une sous-famille finie dont l'intersection est vide.

Définition 2. L'espace topologique (X; �) est dit compact si il vérifie les propositions
équivalentes du théorème 1.

Théorème 3. (Des fermés emboîtés). On suppose que (X;�) est compact. Soit (Fn)n2N

une suite décroissante de fermés non vides. Alors
T
n2N Fn=/ ?.

Définition 4. Soit A�X. On dit que A est une partie compacte de X si le sous-espace
topologique (A;�A) est compact (on rappelle que �A=fO\A : O2 � g désigne la topologie
induite par A).

On suppose désormais que l'espace (X; �) est séparé, c'est-à-dire que pour tout x=/ y
dans X, il existe Vx; Vy 2 � tels que x2Vx, y 2Vy et Vx\Vy=?.

Théorème 5. Soit A�X. Alors A est compacte si et seulement si pour toute famille
(Fi)i2I de fermés de X tels que A \ (

T
i2I Fi) = ?, il existe une sous-famille finie

(Fik)1�k�n telle que

A\
 \
i=1

k

Fik

!
=?:

Proposition 6. Toute partie compacte d'un espace topologique séparé est fermée.

Théorème 7. On suppose que (X; �) est compact. Alors une partie de X est compacte
si et seulement si elle est fermée.

Définition 8. On dit que (X; �) est localement compact si tout point de X admet un
voisinnage dont la fermeture est compacte.

Proposition 9. Soit X un espace séparé et K un sous-espace compact de X. Soit p2Kc.
Il existe des ouverts U et W tels que p2U, K �W et U \W =?.

Théorème 10. On suppose que X est localement compact. Soit U un ouvert de X et
K � U un compact. Il existe un ouvert V dont la fermeture est compact et qui vérifie
K �V �V �U.

1.2 Espaces métriques compacts

Proposition 11. Un espace métrique compact est borné. Une partie compacte d'un
espace métrique compact est bornée.

Lemme 12. Soit (X; d) un espace métrique dans lequel toute suite admet une valeur
d'adhérence. Alors pour tout "> 0, il existe un recouvrement fini de X par des boules de
rayon ".

Théorème 13. Un espace métrique (X; d) est compact si et seulement si il vérifie la
propriété de Bolzano-Weierstrass :

� Toute suite d'éléments de (X; d) admet une valeur d'adhérence.

Théorème 14. Soit (X; d) un espace métrique compact, et (xn)n2N une suite d'élé-
ments de X admettant une unique valeur d'adhérence a 2X. Alors la suite (xn)n2N

converge vers a.

Proposition 15. Tout espace métrique compact est complet.
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Proposition 16. (Espaces produit). Soit (Xi; di)1�i�p des espaces métriques non vides.
L'espace topologique produit X est compact si et seulement si chaque espace topologique
Xi est compact.

Proposition 17. Les parties compactes de Rp sont les fermés bornés de Rp.

Corollaire 18. De toute suite bornée d'éléments de Rp, on peut extraire une sous-suite
convergente.

Application 19. (Théorème d'Alembert-Gauss). Tout polynôme non constant de C[X]
admet au moins une racine dans C:

1.3 Procédé d'extraction diagonale

Définition 20. Soit X un espace métrique. On dit qu'une partie A�X est relativement
compacte s'il existe un compact K de X tel que Y �K, ce qui revient à dire que l'adhé-
rence de A dans X est compacte.

Théorème 21. Soit (Xp; dp)p2N une suite d'espaces métriques et pour tout p 2N,
soit (xn;p)n2N une suite de Xp. On suppose que pour tout p 2N, fxn;p : n 2Ng est
relativement compact dans Xp.

Alors il existe une fonction strictement croissante �:N!N telle que pour tout p2N,
la suite (x�(n);p)n2N est convergente dans Xp.

Corollaire 22. (Théorème de Tychonoff dénombrable). Soit (Xp)p2N une suite d'espaces
métriques compacts et soit X =

Q
p2N Xp muni de la distance produit. Alors X est

compact.

2 Fonction continue sur un compact

2.1 Fonctions numériques continues sur un compact

Théorème 23. Soit (X; �) un espace topologique compact et f :X!R continue. Alors
f est bornée et atteint ses bornes.

Application 24. Soit (X; �) et (Y ; � 0) deux espaces topologiques, X étant compact et
Y séparé. Toute application bijective et continue de X dans Y est un homéomorphisme.

Application 25. Toutes les normes sur Rn sont équivalentes.

Exemple 26. Toute fonction f : [a; b]!R est bornée et atteint ses bornes.

Proposition 27. Soit I un intervalle de R, et f : I!R une application. Si f admet un
extremum relatif en c2 Int(I) et si f 0(c) existe, alors f 0(c) =0:

Théorème 28. (de Rolle)
Soit f 2 [a; b] continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[. On suppose que f(a) = f(b).

Alors il existe c2 ]a; b[ tel que f 0(c)= 0.

Théorème 29. (des accroissements finis)
Soit f 2 [a; b] continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[. Il existe c 2 ]a; b[ tel que

f(b)¡ f(a) = f 0(c)(b¡ a)

Corollaire 30. Une fonction continue sur [a; b] dérivable sur ]a; b[ est croissante si et
seulement si f 0(x)� 0 pour tout x2 ]a; b[. Elle est constante si et seulement si f 0(x)=0
pour tout x2 ]a; b[.

Théorème 31. (Premier théorème de Dini). Soit X un espace compact et une suite
(fn)n2N de fonctions continues sur X à valeurs réelles. On suppose que (fn)n2N est
croissante et converge simplement vers f. Alors (fn)n2N converge uniformément vers f.

Théorème 32. (Lemme d'Urysohn)
Soit (X; �) un espace topologique séparé et localement compact.
Soit V un ouvert de X, et K � V un compact. Il existe f une fonction continue à

support compact sur X telle que :

� 8x2X 0� f(x)� 1.
� 8x2K f(x)= 1.

� Supp(f)�V.

Théorème 33. (Théorème de représentation de Riesz-Markov-Kakutani, admis).
Soit (X; �) un espace topologique séparé et localement compact. Soit � une forme

linéaire positive sur Cc(X). Il existe une tribu M sur X qui contient B(X) et il existe
une unique mesure positive � surM telle que

8f 2Cc(X) �(f) =

Z
X
fd�:

Corollaire 34. (Existence de la mesure de Lebesgue, admis).
Il existe une unique mesure complète et régulière � sur une tribu M de R, appelée

mesure de Lebesgue sur R, invariante par translation, telle que �([a; b])= b¡a pour tout
segment [a; b]�R.

2.2 Fonctions uniformément continues sur un compact

Définition 35. Soit (X; d) et (Y ; d 0) des espaces métriques. On dit que f :X! Y est
uniformément continue si

8" > 0 9� > 0 8(x; y)2X2 d(x; y)� � ) d 0(f(x); f(y))� ":

Exemple 36. La fonction x 7! x
p

est uniformément continue sur I= [0;+1[.
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La fonction x 7! x2 est continue mais pas uniformément continue sur R.

Théorème 37. (Heine)
Soit (X; d) un espace métrique compact et (Y ; d 0) un espace métrique. Alors toute

application continue f : (X; d)! (Y ; d 0) est uniformément continue.

Exemple 38. Une fonction continue sur R et périodique est uniformément continue sur
R.

Application 39. On dit qu'une suite de fonctions (Kn)n2N intégrables sur T'R/2�Z
est un � bon noyau � lorsqu'elle vérifie :

1. 8n2N
1
2�

Z
T
Kn(x) dx=1,C02�(R;R):

2. sup
n2N

Z
T
jKn(x)j dx<1,

3. 8� > 0 lim
n!+1

Z
��jxj��

jKn(x)j dx=0.

Soit (Kn)n2N un bon noyau et f 2L1(T). Pour tout point de continuité x de f , on a

lim
n!+1

(f �Kn)(x)= f(x):

Si de plus f est continue partout sur T, alors la limite est uniforme.

Corollaire 40. (Théorème de Féjer). Soit f 2C0(T), et SN(f)(t) :=
X

n=¡N

N

f̂(n) eint la

somme partielle de sa série de Fourier. Alors (SN(f))N2N converge au sens de Césaro,
uniformément vers f.

2.3 Théorèmes de points fixes

Définition 41. Soit (X;d) un espace métrique. On dit qu'une application f :X!X est
contractante s'il existe k 2 [0; 1[ tel que 8x; y 2X d(f(x); f(y))<k � d(x; y).

Théorème 42. (Point fixe de Banach-Picard)
Soit (X; d) un espace métrique complet, et f :X!X une application contractante.

Alors f admet un unique poit fixe x2X. De plus, toute suite récurrente (xn)n2N définie
par x02X et xn+1= f(xn) converge vers x.

Corollaire 43. (Théorème du point fixe généralisé)
Soit (X;d) un espace métrique complet, et f :X!X une application. On suppose qu'il

existe n 2N� tel que fn := f � � � � � f|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
n fois

soit contractante. Alors f admet un unique point

fixe.

Développement 1 :

Théorème 44. (Théorème de Cauchy-Lipschitz local).
Soit I un intervalle ouvert de R, 
 un ouvert de Rm et f : I �
!Rm une application

continue et localement lipschitzienne en sa seconde variable.
Si t02 I et x02
 sont fixés, alors le problème de Cauchy

(P):
�

x 0(t)= f (t ; x(t))
x (t0)= x0

admet une unique solution maximale.

Théorème 45. (Point fixe de Brower). Soit B la boule unité fermée de Rn. Toute
application continue f :B!B admet un point fixe.

3 Compacité en dimension infinie

3.1 Parties compactes de C(X) et de Lp

Théorème 46. (de compacité de Riesz). La boule fermée d'un espace vectoriel normé
est compacte si et seulement si la dimension de cet espace est finie.

Exemple 47. La boule fermée de centre la fonction nulle et de rayon 1 n'est pas compacte
dans (C0([0; 1]; k�k1)):

Proposition 48. L'espace CK(X) ou C(X) des fonctions continues de X sur K est
une K-algèbre commutative unitaire, totalement ordonnée par la relation � définie par
f � g()8x2X f � g.

Définition 49. On munit C(X) de la norme uniforme sur X, notée k�k, définie par
kf k :=max

x2X
jf(x)j, qui définit la topologie de la convergence uniforme.

Définition 50. Soit x02X. On dit qu'une partie A�C(X) est équicontinue en x0 si

8"> 0 9� > 0 8y 2K 8a2A d(x0; y)� � =) d 0(a(x0); a(y))� ":

Définition 51. On dit qu'une partie A�C(X) est uniformément équicontinue si

8" > 0 9� > 0 8x; y 2K 8a2A d(x; y)� � =) d 0(a(x); a(y))� ":

Proposition 52. Une partie de C(X) est équicontinue en un point si et seulement si
elle est uniformément équicontinue.

Remarque 53. Le fait que ces notions coïncident est dû à la compacité de X.
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Exemple 54. Toute partie finie de C(X) est équicontinue.

Exemple 55. Si C > 0, l'ensemble des fonctions C-lipschitziennes de X dans K est
équicontinu.

Proposition 56. Soit (fn)n2N une suite équicontinue de C(X) et D une partie dense de
X. Si la suite numérique (fn(x))n2N converge vers f(x) pour tout x2D alors (fn)n2N

converge uniformément vers une fonction f 2C(X).

Théorème 57. (Ascoli). Une partie A de C(X) est relativement compacte dans C(X)
si et seulement si elle est équicontinue et ponctuellement relativement compacte, c'est-à-
dire si l'ensemble fa(x) : a2Ag est compact.

Remarque 58. Pour que A soit ponctuellement relativement compacte, il suffit que A
soit bornée.

Développement 2 :

Application 59. (Théorème du point fixe de Markov-Kakutani).
Soit (E ; k�k) un espace euclidien de dimension N 2N�, et G un sous-groupe compact de

GL(E ).
On se donne K une partie convexe compacte de E et on suppose que K est stable par tous

les éléments de G. Alors il existe x 2K tel que pour tout g 2G, on ait g (x) = x. Autrement
dit, G possède un point fixe dans K.

Théorème 60. (Riesz-Fréchet-Kolmogorov, admis).
Soit p2 [1;+1[ et A�Lp. Alors A est relativement compacte dans Lp si et seulement

si les propriétés suivantes sont vérifiées :

� A est bornée dans Lp.

� lim
R!+1

R
fjxj>Rg jf(x)j

p dx=0, uniformément par rapport à f 2A.

� lim
a!0

�a f = f dans Lp, uniformément par rapport à f 2A, où �a f(x) := f(x¡ a).

3.2 Parties denses de C(X)

Lemme 61. On suppose que X contient au moins deux éléments. Soit A � CR(X)
vérifiant les deux conditions suivantes :

� 8a; b2A sup(a; b)2A et inf (a; b)2A.

� Si x; y2X sont distincts et �1; �22R, il existe a2A tel que a(x1)=�1 et a(x2)=
�2.

Alors A est dense dans C(X).

Définition 62. Une partieA de C(X) est dite séparante si pour tout point (x; y) distincts
de X, il existe a2A tel que a(x)=/ a(y). Elle est dite réticulée si pour tout (a; b)2A, les
fonctions sup (a; b) et inf (a; b) sont des éléments de A.

Théorème 63. Si A�CR(X) est réticulé, séparant, et contient les fonctions constantes,
alors A est dense dans C(X).

Exemple 64. L'ensemble des fonctions lipschitziennes de X dans R est dense dans
CR(X).

Théorème 65. (Stone-Weierstrass, cas réel). Toute sous-algèbre de CR(X) séparante
et contenant les fonctions constantes est dense dans CR(X).

Exemple 66. L'ensemble des fonctions polynomiales sur X (de la forme x 7!P (x) avec
P 2R[X]) est dense dans C(X).

Définition 67. On dit qu'une partie A�CC(X) est auto-conjuguée si pour tout a2A,
a2A.

Théorème 68. (Stone-Weierstrass, cas complexe). Toute sous-algèbre A de CC(X)

séparante, auto-conjuguée et qui contient les fonctions constantes est dense dans CC(X).

Théorème 69. (Stone-Weierstrass trigonométrique). L'espace des polynômes trigono-
métriques est dense dans C02�(R;R):
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