Lecon 243 : Séries entiéres, propriétés de la somme. E & A

— Développement 1 : Théoréme d’Abel et application

— Développement 2 : Théoréme de Bernstein

1 Convergence et opérations

1.1 Rayon et disque de convergence

Définition 1 (Série entiére). On appelle série en-

tiere toute série de fonction de la forme E a2 ol

neN
2 € C et (ay)peny € CY

Lemme 2 (d’Abel). Soit (an)neny € CN. Sl existe
ro > 0 tel que (anr{)nen soit bornée alors Zanz"

neN
converge normalement sur tout disque fermé D(0,7)

avec r < 19, et converge absolument sur D(0,|z|).

Définition 3 (Rayon/disque de convergence). On
appelle rayon de convergence d’une série entiére
Zanz”, le mombre réel R défini par : R =
neN

sup {r > 0; (a,r™)est bornée}. L’ensemble D(0, R)
est appelé le disque de convergence de la série.

Conséquence 4. D’apres le lemme d’Abel une sé-
rie entiére converge normalement sur les compacts
du disque ouwvert D(0, R) et diverge pour tout z vé-
rifiant |z| > R.

Exemple 5. Sur le cercle de convergence il n’y pas

toujours convergence de la série, c’est au cas par cas

comme le montrent la série E 2"
neN

1.2 Détermination du de

convergence

rayon

Proposition 6. Soit g a,z" un série entiére, et R
neN
son rayon de convergence.

1. Critere de d’Alembert : lim || = )\ €
. n—+00 "
R, alors R = % (0w 'on convient : é = +00

et ==0),
2. Critére de Cauchy : silim,,__, | \an|% =)\e
Ry, alors R = +.
3. Critére d’Hadamard : on a
1
= - .
limsup,,_,, . |an|"

Remarque 7. 1. Si le critéere de D’Alembert
s’applique alors le critere de Cauchy s ap-
plique, mais la réciproque est fausse!

2. La formule de Hadamard s’applique toujours
mais n’est pas toujours facile a manipuler.

Exemple 8. La série Y (3+(—1)")"2" ne reléve pas
des critere de Cauchy et d’Alembert, mais seulement
d’Hadamard.

Méthode 9 (Comparaison). Soient ) - a,2" et
Zn> b,2™ de rayon de convergence Ry et Ry respec-
tivement.

1. Si pour tout n € N | |a,| < |ba|, alors
Ry > Rs.
2. Sia, =0(b,) alors Ry > Ry

3. Sta, ~ b, alors Ri = Rs.
n——+00
1.3 Opérations sur les séries entiéres

Soient ) a,z" Y b,z" deux séries enticres de
rayon de convergence Ry, Ry > 0 et de somme f
et g sur leur disque de convergence respectif Dy, Ds.

Proposition 10 (Sommes de séries entieres). La sé-
rie entiére Y (a,+0by,)z" est appelé somme des séries
Y apz™ et Y b,z". Son rayon convergence R vérifie
R > inf(Ry, Ry), et sur D := Dy N Dy sa somme est
f+g

Exemple 11. Les séries Y 2" et > —z" sont de
rayon de convergence 1 mais celui de la somme est
nfini

Proposition 12 (Produit de Cauchy). La série

Z (Z akbn_k> 2" est appelée produit de Cauchy

n=0 k=0

des séries entieres Y a,z" et > b,z". Son rayon
de convergence R vérifie R > inf(Ry, Ry), et sur
D := Dy N Dy sa somme est fg.

. 2 sin=0
Exemple 13. Sozentun—{ o sin>1
et
1 sin=20
Uy, = .
-1 sin>1

Les séries Y upz" et Y v,z" sont de rayons de
convergence % et 1, alors que celui de leur produit de
Cauchy est infini.

2 Propriétés de la somme

Soit .o @n2" de rayon de convergence R > 0
et de somme f sur D(0, R).



2.1 Reégularité
Continuité dérivabilité

Théoréme 14 (Continuité). L’application z +——
o @, 2" / di d
2o anz" est continue sur son disque de conver-

gence.
Théoréme 15 (Dérivabilité).
T — Y00 apa” est de classe C' osur ]

rayon de convergence de » . na,z"
a:

L’application [
— R,R]. Le

est R, et on

Théoréme 16 (Cté ). f est de classe C* sur
|— R, R, et pour tout k € N f*) est la somme d’'une
série entiere de rayon de convergence R, et :

+00
f®(z) = Z nin—1)---(n—k+1)a,z"*
n=k
(0

Remarque 17. On a alors pour tout k , ar = 7,
et donc f coincide avec sa série de Taylor.
Primitive de la somme
Proposition 18. Pour tout x €] — R, R, on a :

n+1

z [ 100 +oo ol
/ (Z ant”> dt = Z G,
0 n=0 n=0

Exemple 19. On utilise cette proposition pour mon-
trer que :

1. In(1 — x)

Z—,szxe | —1,1[.

<_1) :L,Zn—i—l
2n +1

+
2. arctan(z) =

8

, st el —1,1].

[e=]

3

Analyticité

Définition 20. Une fonction f : Q@ — C (ou
Q) C C) est dite analytique sur ), si pour tout a € <)
il existe un disque A : |z — a| < 1 contenu dans
tel que pour tout z € A on a :

+oo
f(2) =) eala)(z—a)
n=0
Théoréme 21. f est analytique sur D(0,R). Et
pour tout a € D(0,R) tel que |z —a] < R — |a|
on a :

2.2 Prolongement sur le cercle

Exemple 22. 1. La série Y 2" ne converge en
aucun point de son disque de convergence.

L. n .
2. La série ) %5 converge sur tout son disque de
convergence.

3. La série ) % converge pour z = —1 et di-
verge pour z = 1.

Théoréme 23 (D’Abel). Soit Y a,2" un série en-
tiere de rayon de convergence r > 1, de somme f
sur et telle que »_ a, converge vers une limite S.

Pour 6, € |0, g[ on pose :
Ngyi={2€C,lz|<l,z=1—pe? p>0,16] <6}
Alors :

lim f(z) =

z—1
z€AQ

Application 24. On a :

+oo eme
>

n=1

:m(%mé0+%W—ﬂ

Application 25. Soient > a, et > b, deux séries
convergentes, et soit Y ¢, leur produit de Cauchy.
Alors, st la série ¢, converge on a :

Théoréme 26 (Taubérien faible). Soit > a,z™ un
série entiere de rayon de convergence 1, de somme
f et telle qu’il existe S € C tel que :

lim f() =

z—1
z<1

1

Alors si a, = o (—), > an converge et sa somme
n

est S.

Remarque 27. Le théoréeme taubérien faible est une
réciproque partielle du théoréme d’Abel. Une réci-

1
proque plus forte existe st a, = O (—)
n

Contre-exemple 28. On a :

—+00

1 1
lim » (—1)"2" = lim =
22?11 n=0 Zz?ll 1+2 2

mais la série Y (—1)" diverge.



2.3 Zéros isolés

Théoréme 29 (Zéros isolés). S’il existe une suite
(2p)nen € CN telle que les z, soit 2 a 2 distincts, de
limite nulle et telle que f(z,) = 0 pour tout p, alors
a, = 0 pour tout n € N, autrement dit, f = 0.

Conséquence 30. Si les sommes de deuz séries en-
tieres coincident sur un voisinage de 0, elle coin-
cident sur R.

3 Développement en série en-
tiére

3.1 Fonction développable en série
entiére

Définition 31. Soir R > 0 et f une fonction a
valeurs réelles définies sur | — R, R[. On dit que f
est développable en série entiére en 0 sur | — R, R|
s’il existe une suite de réels (ay,) telle que pour tout
r €] — R, R[, on ait :

+oo
f(x) = Z apx"
n=0

Théoréme 32 (CNS). Soit I un intervalle de R
contenant un voisinage de zéro, et f : I — C une
fonction C*. f est développable en série entiére en
0 si et seulement sl existe R > 0 tel que la suite

converge simplement vers 0 sur | — R, R|.
Dans ce cas [ coincide avec sa série de Taylor sur
| = R, R| et son rayon de convergence est au moins
égal a R.

Toutes les fonction C* ne coincident pas avec
leur série de Taylor comme le montre I'exemple :

Contre-exemple 33. z — e"3 a une série de
Taylor nulle car ses coefficients de Taylor en zéro
sont nuls, mais elle n’est pas la fonction nulle.

Proposition 34. Soient R > 0 et f une fonction
C*® sur|— R, R]. S’il existe M > 0 tel que pour tout
r €]-R, R|, et toutn € N* on a|f™ (x)| < M, alors
f est développable en série entiére sur | — R, R].

Application 35 (Théoréme de Bernstein). Soit a >
0, et f une fonction réelle et C* sur|—a,al. Si pour
tout k € N et tout x €] — a, af, f%* >0, alors f est
développable en série entiére sur | — a, al.

Exemple 36. Le théoréme de Bernstein s’applique
a la fonction x — tan(z).

3.2 Développement des fonctions

usuelles

Proposition 37 (Développement des fractions ra-
tionnelles). Soit zy € C*. Pour tout z € C, |z| < |z¢],

on a .
—+o00
Z — 20 ZOn:O 20

Et pour tout p e N* :

+o0

1 i (_1)1) Z n! (Z )n—p-i-l
(z — z0)P zg(p—l)!n:piln—p%—l 20

Exemple 38. Les théoremes de la partie précédente
permettent de montrer que :

3.3 Exponentielle complexe

Définition 39. On appelle exponentielle complexe,
notée exp, la somme de la série entiére Zfl—y,l de
rayon de convergence infin.

Proposition 40. A les propriétés de la fonction ex-
ponentielle classique pour tout z,z' € C :

1. exp(z + 2') = exp(z) exp(2’)

2
3
4. |exp
5

3.4 Equations différentielles

Bibliographie

— XAVIER GOURDON : Les maths en téte.
— OLIVER RODOT : Analyse MP
— H.M. QUEFFELEC : Analyse complexe



