Lecon 152 : Déterminant.

Exemples et applications.

— Développement 1

Théoréme de Muntz (Application 44)

— Développement 2 : Différentielle du déterminant (Application 48)

1 Deéfinitions du déterminant

E désignera un espace vectoriel sur un corps K, de
dimension n > 1.

Formes multilinéaires

Définition 1. Soit © := (z1,---,z,) € EP. Considé-
rons 'application :

(1'1; .. . xp)

On dit que f est :

— p-linéaire sur E (ou multilinéaire) si les p ap-
plications partielles sont linéaires en tout point
de E.

— alternée si f(xq,--- ,x,) =0 dés que deuz vec-
teurs parmai les x; sont égaux.

— antisymétrique si [’échange de deux vecteurs
dans la suite (zy1,--- ,x,) donne a f des valeurs
0ppoSEes.

On note £,(E,K) l'ensemble des formes p-linéaire

sur E, et A,(E,K) 'ensemble des formes alternées sur
E.

Exemple 2. Soit p1,--- ,p € E*. Alors l'application

f:EP — K

(@1, -+, 2p) = (1) -+ o)

est une forme p-linéaire.

Remarque 3. Si [ est antisymétrique si et seulement
si pour tout o € S, :

f (‘TU(U?'” 7x0(”)) - E(U)f (xla"' ,l‘n)

Proposition 4. Une forme alternée est toujours anti-
symétrique, et la réciproque est vrai si K n’est pas de
caractéristique 2.

Exemple 5. St K = Ty, puisque —1 = 1, symé-
trique équivaut a antisymétrique. Donc le produit sca-
laire usuel est une forme antisymétrique non alternée.

Théoréme 6. A,(E,K) est un K-espace vectoriel de

dimension 1 engendré par ’application detg : K™ —
K définie par :

d@tB(.Z'b v ,il?n) = : xn,a(n)

> o)ion)

UEGn

avec T = 35, Tije;

Déterminant associé a une base

Définition 7. Soit B = (ey,--- ,e,) une base de E.
On dit que Uapplication detg(zy,--- ,x,) est le déter-
minant du n-uplet (z1,--- ,x,) dans la base B.

Proposition 8. Soit B, B’ deux bases de E et
Ty, ,x, € E. . Ona:

detg(zy,- -+ ,x,) = detp (B)detg(xy, -, Ty,)

Théoréme 9. Soient xq,---
suivantes sont équivalentes :

, T, € E. Les propositions
1. Les vecteurs x1,--- ,x, forment une famille liée
2. Pour toute base B de E , detg(xy,--+ ,x,) =0
3. Il existe une base B de E , detg(x1,- -+ ,x,) = 0.

Déterminant d’un endomorphisme

Définition 10. Soit un endomorphisme f € L(F) et
B = (ey, -+ ,e,) une base de E. On note det(f) le dé-
terminant de la famille f(e1), -+, f(en).

Proposition 11. Soient f, g € L(E), alors pour toute
base on a : detp(f o g) = detp(f)det(g).

Corollaire 12. Soit f € L(FE). Alors f est inversible
si et seulement si det(f) # 0, et det(f) ne dépend pas
de la base choisie.

Corollaire 13. L’application det : GL(E) — K* est
un morphisme de groupes.

Déterminant de matrice

Définition 14. Soit A = (aij),¢; <, € Ma(K). On
appelle déterminant de A le déterminant des vecteurs
colonnes de A dans la base canonique de K", et on le
note det(A), avec :

det(A) = )

ceG,

c(0) [ [ aio
=1

ai
On notera également : det(A) =

Exemple 15.

Proposition 16. Pour M,N € M,(K), on a :
det(MN) = det(M)det(N) = det(NM).

Corollaire 17. Pour tout A € M, on a det('M) =
det(M), et det(NA) = \"det(A), X € K.

Si A est la matrice d’un endomorphisme f, alors
det(f) = det(A), et donc A est inversible si et seule-
ment si det(A) # 0.



2 Calcul de déterminant

Simplifications, cas triangulaire

Certaines propriétés du déterminant permettent de
construirez des régles de calculs :

— Appliquer une permutation ¢ € &, aux co-
lonnes (ou aux lignes) d’'une matrice M €
M., (K), multiplie det(M) par €(o).

— On ne change pas la valeur du déterminant en
ajoutant & une ligne (ou colonne) une combinai-
son linéaire des autres.

Proposition 18. Soit M = (0 B

det(A)det(B).

A C), alors det(M) =

Corollaire 19. St M est une matrice triangulaire,
alors det(M) est le produit des coefficients diagonaux
de M.

Mineurs et cofacteurs

Définition 20. Soit A = (a;;)
appelle :

€ M,(K). On

1<i,j<n

1. mineur de l’élément a; ; pour tout (i,7), le dé-
terminant A; ; de la matrice obtenue en suppri-
mant la i-eme ligne et la j-éme colonne de la
matrice A.

2. cofacteur de a;;, le scalaire

(1) Ay

Aij =

Exemple 21. A =

On a alors Ay = 3 9

et A1 =(—1)"A ; =A1;=5x9—-6x8=-3

Théoreme 22. Soit A = (ai;),; <, € Ma(K) et A;;
les cofacteurs des éléments de A. Alors :
— (Développement par rapport & j-éme colonne)
det(A) = 327 aijAi;
— (Développement par rapport & i-éme ligne)
det(A) = Z;‘lzl CLZ'J‘AZ‘J'

Définition 23. La matrice (A;;),., .., des cofacteurs
. ’ \%]gn .
des éléments d’une matrice A, est appelée comatrice

de A. On la note Com(A).

Proposition 24. Soit A € M(K).
Alors A'Com(A) ='Com(A)A = det(A)I,.

Corollaire 25. Si A est inversible, on a :

-1 _ 1 t

Déterminants particuliers

Exemple 26. Déterminant de Vandermonde

Soient x1,--- ,x, € K.
1z 22 g
1 2y x3 - !
Onnote : V(xy,- - ,x,) = I, = , ]
2 n—1
1 z, =z, ---

Alors V(xy, -+ ,xp) =

Exemple 27. Déterminant circulant

Soit ag,--- ,a,_1 € C et un polynome P = ay +
24

asX -+ a,X". Pourn € N* onnotew=¢e¢n.0Ona:

ay a2 Qp,
n—1
an a1 Ap—1
=[] Pw)
i=0
a2 a3 Q4 ai

Exemple 28. Déterminant de Cauchy
Soient ay,--- ,a, € K et by,---,b, € K tels que
pour tout (i,7), a; +b; # 0. Alors :

1
det ( ) =
ai + b; 1<i,j<n

3 Applications

I1;;(a; — a:)(b; —
Hi,j(ai + b;

3.1 Algébre linéaire
Cramer

Considérons (5) le systéme linéaire AX = B avec
A= (ai7j)1<i7]<n S Mn<K>, B = (bl, te 7bn) S Kn’ et
X = (x1, -+ ,x,) € K" Ce systéme admet une unique
solution si et seulement si det(A) # 0.

Les solutions sont données par ce qu’on appelle les for-
mules de cramer :

_ det(Al,--- yAic1, By Ay, - ,An)

det(A)

X

avec A; la i-éme colonne de A.

2r+y—z=«
Exemple 29. Le systéeme y+3z=p admet
20 +y+2z=v
a+ 30 —4y
TG
pour solution : § y=a+ 3 —«
-«
z=—

3



Polynoéme caractéristique

Application 30. Ezxistence et unicité du polynéme in-
terpolateur de Lagrange.

Définition 31. Soit A € M, (K). On appelle poly-
nome caractéristique de A le polynome de K[X] dé-
fini par Po(X) = det(A — X1,).

Exemple 32. P (X) = (1—-X)"

Remarque 33. On a P4(0) = det(A).
Une matrice a méme polynéme caractéristique que sa
transposée.

Proposition 34. Un élément A\ € K est valeur propre
d’une matrice A € M, (K) si et seulement si Pa(\) =
0.

Théoréme 35. (Cayley-Hamilton)
Le polynome caractéristique est un polynome annula-
teur

Proposition 36. Soit A € M, (K). On note Ej, l’es-
pace propre associé a la valeur propre \; de multiplicité
h;.

Alors A est diagonalisable si et seulement si Py est
scindé sur K et dimE)y, = h; pour tout i.

Exemple 37. Trouver contre-exemple d’une matrice
réelle a polynéme scindé non diagonalisable.

Théoréme 38. Soit A € M,,(K). Alors A est trigona-
lisable si et seulement si son P4 est scindé sur K.

Corollaire 39. Toute matrice de M,,(C) est trigona-
lisable.

Application 40. Pour tout M € M,(C) on a
det(M) = [Ti=, N, avee Ay, -+, N\, les valeurs propres
de M.

3.2 Géométrie

Dans cette partie uniquement K désigne R ou C, et
E est un espace préhilbertien.

Définition 41. Soient x1,--- ,x, € E.
On appelle matrice de Gram la matrice
(<20, >) 1550, € Ma(K), et déterminant de

Gram son déterminant, que l’on note G(x1,--- ,x,).

Exemple 42. Ezemple simple d’un matrice de gram
de taille 2,2 idéalement.

Théoréme 43. Soit V un sous-espace vectoriel de F,
muni d’une base (e, ,ey,), et soit v € E. Alors la
distance de x a V' est donnée par :

G<€17 T 7en7x)

d(z,V) = Gl e

Application 44. ]DE‘VELOPPEMENT 1\
Théoréeme de Muntz

Soit (an)nen € RY strictement croissante.
Alors vect(x®) est dense dans (C([0,1)),]| - |l2) si et

1
seulement si Z — diverge.

n

neN

3.3 Analyse
Régularité et topologie

Proposition 45. L’application det : M,(K) — K
est une application continue (méme C*), sur M, (K).

Application 46. GL,(K) est un ouvert dense de

Application 47. SL,(K) = {M € M, (K) |det(M) =
1} est un fermé de M, (K).

Application 48. ]DEVELOPPEMENT 2\

L’application det est différentiable sur M,,(K), et pour
tout X, H € M,,(K), on a :

Dyer(X) - H = tr ('Com(X)H)

Proposition 49. Soit 1 < r < n. L’ensemble {M €
M, (K) | rg(M) < r} est un fermé de M, (K).

=1} =

Corollaire 50. On a {M € M, (K)|rg(M
{M € M (K) |rg(M) <r}.

Changement de variable

Théoréme 51. (Changement de variable)

Soit ¢ un C-difféeomorphisme entre deux ouverts D et
A de R?, et f: D — K une fonction mesurable.
Alors [ est Ap-intégrable sur D si et seulement si
(f op)|det(Jacy)| est Aa-intégrable sur A, et on a :

[ rarie= [ st

Application 52. (Calcul de l’intégrale de Gauss)
Un changement de wvariable en coordonnées polaires

dOnn(i .
/
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