Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finien € N*.

I. Généralités
I.A. Rappels sur ’étude d’endomorphismes
Soit f € L(E).

[MM16]

DEFINITION 1. [POLYNOME MINIMAL]
¢of : K[X] — K[f], P — P(f) est un morphisme d’algebres. Son noyau est un idéal de
K[ f] engendré par un unique polynéme unitaire 7 appelé polynéme minimal de f.

I ProPOSITION 2. Ona dim(K[f]) = deg(my).

EXEMPLE 3. Polynomes minimaux usuels [VOIR ANNEXE]

PrROPOSITION 4. Soient f,g € L(FE) tels que f et g commutent. Alors ker(f) et Im(f) sont
stables par g. En particulier ker(P(f)) et Im(P(f)) sont stables par f pour tout P € K[ X].

LEMME 5. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<r une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux et f € L(E). Alors
enposant P = [[\_, P, onaker(P(f)) = @._, ker(P;(f)).

De plus, le projecteur de ker(P( f)) sur l’un de ces sous-espaces parallélement a la somme des
autres est un polynéme en f.

APPLICATION 6. Soit P annulateurde f.Si P = [];_, P ou les (P;)1<i<, sont deux a deux
premiers, alors on a la décomposition en sous-espaces f-stables £ = @_, ker(P(f)).

DEFINITION 7. [POLYNOME CARACTERISTIQUE]

On définit le polyndme caractéristique de M € M,,(K) par xp(X) = det(XI, — M).
Deux matrices semblables ayant méme polynéme caractéristique, on définit le polyndme
caractéristique de f.

EXEMPLE 8. Polyndmes caractéristiques usuels [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 9. [LIENS ENTRE VALEURS PROPRES]
A € Kest une valeur propre de f si et seulement si x y(X) = 0si et seulement sims(A) = 0.

ENDOMORPHISMES TRIGONALISABLES. ENDOMORPHISMES NILPOTENTS.

THEOREME 10. [THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON]
X ¢ estun polynéme annulateur de f. Autrement dit, s | x 5.

I.B. Noyauxitérés [MM16, Chl/IV, p46]

PropPOSITION 11.  La suite (ker(f*))ren est croissante stationnaire et on a :

Vk € N, dim(ker(f**1)) = dim(ker(f*)) + dim(ker(f) N Im(f*))

I CoROLLAIRE 12. La suite (dim(ker(f**1)) — dim(ker(f*)))ren est décroissante.
I DEFINITION 13, p =min({q € N|Vk € N, ker(f7™") = ker(f4)}) est appelé indice de f.

I PropPoOsITION14. p < netona E = ker(f?) @ Im(f?).

Il. Endomorphismes nilpotents [MM16, Chi/II/IX/X, p3/23/102/113]

I DEFINITION 15.  f € L(FE) est nilpotent si f? = 0, ou p est l'indice (de nilpotence) de f.
Soit f nilpotent d’indice r.

APPLICATION16. Onaalors7y = XPetx; = X"

I PrOPOSITION 17. Onap < neton a égalité si et seulement si dim (ker(f)) = 1.

APPLICATION 18. Si f est nilpotent d’incide n, il existe une base B de E telle que:

0 0

1 0
Mp(f)=Jn = 0 1

oo o

0 0 1 0

En particulier, f est trigonalisable.
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EXEMPLE19. Sin = 3:
e soitp =1,alors f =0,
e soitp = 2, alors dim(ker(f)) = 2,
e soitp = 3, alors dim(ker(f)) =1

I PROPOSITION 20. f est trigonalisable, avec une diagonale de 0.

PROPOSITION 21. SiK =

Vk € N*, Tr(g*) = 0.

RouC, g € L(E) est nilpotent si et seulement si
EXEMPLE 22. SiK = [F), le résultat est faux, prenant g = Idg,,)».

lll. Trigonalisation [MM16, ChIX]

Ill.A. Caractérisation

DEFINITION 23.  f € L(F) est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de f soit triangulaire.

ProPOSITION 24. Si f est trigonalisable, les coefficients diagonaux de sa matrice dans une
base adaptée sont les valeurs propres de f. Notant (\;)1<;<. ses valeurs propres, chacune de
multiplicité algébrique my(\;), ona:

T T
a )\t
Te(f) =Y ma(A)Ni et det(f) =[] A"
i=1 i=1
THEOREME 25. f est trigonalisable si et seulement si x  est scindé si et seulement si 7 est
scindé si et seulement si f admet un polynéme annulateur scindé.

COROLLAIRE 26.
trigonalisable.

SiK = C ou est algébriquement clos, tout endomorphisme de L(E) est

EXEMPLE 27. La matrice ( (1) B ) est trigonalisable sur C mais par sur R.

APPLICATION 28. Pour A € M,,(C), on adet(exp(A)) = exp(Tr(4)).

COROLLAIRE 29. Si f esttrigonalisable et si I est un sous-espace f-stable de E, alors fr est
trigonalisable.

lll. B. Co-trigonalisation
LEmME 30. Soient f,g € L(F) tels que f et g commutent. Alors les sous-espaces propres de
f sont g-stables.

PROPOSITION 31.  Soit (fi)i<k<n une famille d’endomorphismes trigonalisables com-
mutant deux a deux. Alors il existe une base commune de trigonalisation (on dit que les
(fx)1<k<n sont co-trigonalisables).

EXEMPLE 32. Soient (f;)1<k<n des endomorphismes nilpotents qui commutent deux a deux.
Alors f1 ... fn, =0.

I ProrosiTioN 33. Soit K = C. Soient f,g € L(F) trigonalisables tels que fg = 0. Alors f
et g sont co-trigonalisables.

ProrosiTION 34. Soit K = C. Soient f,g € L(FE) trigonalisables tels que fg — gf =
af + Bg pour un couple (a, B) € K2 Alors f et g sont co-trigonalisables.

IV. Utilisations d’endomorphismes nilpotents/trigonalisables

IV.A. Décomposition de DUNFORD [MM16, Ch10] [Gou09, §4.4, p193]

THEOREME 35. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Soit f € L(E) de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

ApPLICATION 36. Soit M € M, (K) de polyndme caractéristique scindé. On note
[, - - - pbn les nracines de x s (comptées sans leur multiplicité). Soit (D, N) la décompo-
sition de DuNForD de M. Soit P € GL,,(K) telleque P~1!DP = A = diag(p1, . . . , ptn) SOIt
diagonale. Alorson a:

1 Nk
exp(A) = Pdiag(e, ..., el )P 1 Z T
k=0

EXEMPLE 37.
1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 O
0 1 1 =13+ 0 0 1 0 1 1 = 0 1 1 + 0 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 3 0 0 3 0 0 O
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1 1 0 e e e/2 )
exp 0 1 1 =] 0 e e DEFINITION 45. [TABLEAU DE YOUNG]
0 0 1 0 0 e Le tableau de YOUNG associé a une suite d’entiers d; > --- > d, est un tableau a ¢ lignes

telles que chaque ligne i comporte d; cases.

A un endomorphisme nilpotent f, on peut donc associer un unique tableau de YOUNG asso-
cié a cet endomorphisme via sa réduction de JORDAN.

EXeEMPLE 38. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul. Plus généralement, si f est trigonalisable, de valeurs propres Aq,..., )., on lui associe
les r tableaux de YOUNG associés aux r valeurs propres comme le tableau de YouNGde
Iy, — A Idy, ol Ny = ker(f — g id)™e(),

, . Vs . s .
APPLICATION 39.  Résolution de I'équation différentielle Y = AY pour A € M.,(C). ProPOSITION 46. Deux endomorphismes nilpotents (resp. trigonalisables) sont semblables

si et seulement si ils ont méme tableau de YOUNG (resp. ils ont méme valeurs propres et mémes
tableaux de YOUNG associés a chacune des valeurs propres).

IV.B. Réduction de JORDAN [MM16, ChX] [Rom17, Ch21, p672-675]
EXEMPLE 47. [LECTURE D’UN TABLEAU DE YOUNG]
Soit f nilpotent. Regardons son tableau de YOUNG :
LEMME 40.  Soit f nilpotent d’indice r. Soit x ¢ ker(f’"'). Posons F, = e les cases du tableau s’interprétent comme les éléments d’une base dans laquelle la ma-
Vect({z, f(z),..., " (2)}). trice de f est la forme réduite de JORDAN.
e F,est f-stableet B, = {x, f(x),..., f"~'(x)} enest une base, La i-iéme ligne est associée au bloc de JORDAN de taille d,. Si on prend z tel que F, est le
e F, admet un supplémentaire f-stable. sous-espace associé a ce bloc, alors les cases de la ligne 7 parcourues de gauche a droite
sont associées a la base f4~1(z),..., f(z),r de F,
PROPOSITION 41. [DECOMPOSITION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT] e pourtrouver les sous-espaces associés a Im(f’“), il suffit d’enlever les k derniéres cases de
Soit f € L(E) nilpotent. Il existe des entiersd, > - -- > dy tels que dans une certaine base chaque ligne, o .
Bde E, Mg(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (J,., )1<n<t. e pour trouver les sous-espaces associés a ker(f¥), on garde les k premiéres cases de
- chaque ligne,
o . e de ces deux derniéres observations on déduit facilement dim(Im( f*)) et dim(ker(f*)),
THEOREME 42. [DECOMPOSITION DE JORDAN] e l'indice de nilpotence est le nombre maximal de cases sur une ligne.
Soit f € L(F) de polynéme caractéristique scindé. Notons A1, . .., A, ses valeurs propres.
llexiste des entiersd; 1 > --- > d; ¢, pour j € [1,r] tels que dans une certaine base B de . . . . . .
E, Mg(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (B;. i) 1< <y , 0l Bj. 1, = MNla, o+ Ja, APPLICATIOI}I 48. Soient f,g € L(FE) nllpotgnts ayant méme polyndome minimal et r.ne,me
1<k<0; rang.Alorssin < 6, f et gsontsemblables. En dimension 7,0n a un contre-exemple: considérer
avec Jg = C(X?) € M4(K). les tableaux (3,2,2) et (3,3, 1).

APPLICATION 49, Ily a autant de classes de similitudes de matrices nilpotentes que de parti-

-1 -1 0 o0 -1 1 0 0 tions de n.
0 -1 0 N 0 1 0 0

EXEMPLE 43. 0 9 0 -1 est semblable a 0 0 1 0
0 2 2 3 0 0 0 2

THEOREME 44. Deux endomorphismes trigonalisables sont semblables si et seulement si ils
ont méme réduction de JORDAN.
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ANNEXE

Polyndmes minimaux et caractéristiques usuels
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension1 < p <n — 1.

| S 7 Xs |
nilpotent d’indice k XF xn
homothétie de rapport A | X — A (X — )"
projecteur sur ' X2 -X (X —1)PX"—P
symétrieparrapporta F | X2 -1 | (X —1)P(X +1)""P
Tableaux de YounG
SPEECH

Les endomorphismes trigonalisables sont trés intéressants a étudier car leur structure permet
une simplification des manipulations (le produit de matrices triangulaires supérieures reste
une matrice triangulaire supérieure, on a les valeurs propres sur la diagonales, ...).

Leur étude nous amene d’abord a regarder le cas des endomorphismes nilpotents. Le lien entre
les deux arrive avec la décomposition de DUNFORD.

COMMENTAIRES

Cette lecon est sensée amener vers JORDAN.

QUESTIONS

Q Soient f,g € L(FE). Montrer quesi [[f, g], f] = 0, alors [f, g] est nilpotent.
R Ona:

Te([f, g1™) = Te([f, 9] [, 9]) = Tx([f, 9" (fg — 9f))
=Te([f, 9" " fg) — Tx(f, 9] gf)
=Tr(gf[f,9]" ") — Te([f, 9" 'gf) =0

Il reste a appliquer la proposition 21.
Q Aquoi correspond l'espace vectoriel engendré par les nilpotents?

R Cet espace ne contient pas d’élément inversible, car 0 est valeur propre de chacun de ses
éléments. Tous les éléments de ’ensemble ont une trace nulle, car Tr(ny + ny) = 0. On va
montrer qu’en fait ce sont tous les éléments de trace nulle. En effet, matriciellement, les ma-
trices de trace nulle sont de dimension n? — 1, et la dimension de notre espace vectoriel est
aumoinsn? —n car (E; ;);»; estune famille libre de notre espace, tout comme les matrices

1 -1

(diag(0,...,0, ( 1 -1 ) ,0,...,0))1<i<n—1 0U le bloc non nul est en position 4, et les

deux familles considérées sont libres entre elles. On a donc une famille libre de dimension
n? — 1, ce qui conclut.

Q Montrer que la décomposition de DUNFORD reste valable pour toute matrice réelle, et
gu’alors D et N sont réelles.

R Soit M € M,,(R).Elle est trigonalisable sur C,doncon écrit M = D+ N sa décomposition

de DUNFORD.Onaalors D + N = M = M = D + N donc par unicité D et N sont bien
réelles.

2 2 -3
Q Trigonaliser M = 5 1 =5
-3 4 0

R Oncalcule ypr = (X —1)%. Ontrouvee; = (1,1,1)" € ker(M — I3) etey = (1,1,0) €
ker(M — I3)?. Complétant en une base (ey, 2, e3), la matrice dans cette base est triangu-
laire.
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