Polyn6mes irréductibles sur FF [ X ]

Lecons : 123, 125, 141, 190

Théoréme 1
On note #,(d) I'ensemble des polynémes irréductibles de degré d surF,. Alors sin € N,

x'—x=[]]] p

din PE@,(d)

Démonstration. Soit P € &, (d). Alors K = F [X ]/(P) est un corps de cardinal q? donc pour
tout x € K, on a x% = x. Mais si n = dk,k € N, alors
d

x4 =quk:(...(qu)...)q =Xx

J/

k fois
7 . Ve . . . ~r - n
par une récurrence immédiate. Donc en particulier avec x = X, on obtient P | X7 —X.

Ainsi, par le lemme de Gauss, [[ ] P(X)|X? —X.
dln Pe@,(d)

Soit P un facteur irréductible de X9 —X dans F,[X]. Comme F,, est le corps de décom-
position de X9" — X, P est scindé sur Fgn. Donc si x est une racine de P dans Fg., selon le
théoreme de la base télescopique, n = [Fpu : F, ] = [Fpn : F (x)][F,(x) : F,]. Mais comme P
est irréductible, P est le polyn6me minimal de x sur F, donc [F,(x) : F,] = d, de sorte que
d|n.

Enfin, X? — X est a facteurs simples : si X9 — X avait un facteur double, il aurait une

racine double dans son corps de décomposition. Mais (X¢ —X)’ = —1 dans toute extension
de IF, (a cause de la caractéristique de F,) donc X ¢" —X est & racines simples dans son corps
de décompositionﬂ N

Proposition 2

Soit g : N* — C, alors si G(n) = >, g(d), on a pour tout n € N*, g(n) = > u(d)G (g),
d|n d|n
ot u est la fonction de Mébius.

B . n . .
Démonstration. On remarque que d | n et d’ | ] si et seulement si dd’ | n.

S (A6 (5) = Zuld) Ts 8(d) = Tdd' | niu(d)g(d) = 3 8(d) X, p(d).

dln dln d’In dl4

onsim#1, S u(d) =Odonc Z,u(d)G(E) — g(n). 0

dlm d|n d

1. Une racine double de P est une racine de P’ dans un corps de caractéristique quelconque, mais la

réciproque n’est vraie qu’en caractéristique nulle
.

2. eneffet, sim=[]pj, S u(d)=X ud =3 pp@...pP)= > 1PF'= 3 (})(—1) (choix de
i=1  dm dm f<a pe{0,1)" k=0
k 1 parmi r termes) donc > u(d) =0
dlm
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Corollaire 3

1 n
Sil(q,d) = CardZ,(d), alors Yn € N*,1(q,n) = — Zu(g)qd etI(g,n) ~, 00 %
n d|n

Démonstration. La premiere formule est une conséquence immédiate de l'inversion de

. £(3)

Mobius. Pour la deuxiéme, posons r, = . ,u(g)qd. Alors |r,| < Yq¢ < Dl ¢d =
d=0

d|n,d<n dln

d#n
qE(%)+1 _ 1

q—] n—+o00 1—q

donc en particulier, r, = o(q").
n n

+r
q n: OnaI(an) Nn—>+oo q_' D
n n

Ainsi, comme I(n,q) =

Référence : Patrice TAUVEL (2008). Corps commutatifs et théorie de Galois. Calvage et
Mounet, p. 121.
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