
Quelques ordres moyens

Leçons : 223, 224, 230

Définition 1

Un ordre moyen de f : N→ R est une fonction g : R→ R telle que
∑

1¶n¶x
f (n) ∼x→+∞

∑

1¶n¶x
g(n).

Proposition 2

Un ordre moyen de σ : n 7→
∑

d|n
d est x 7→
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12
x et
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n¶x
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π2

12
x2 +O(x ln x).

Démonstration. Si x ¾ 1, on a
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Donc en sommant, on a

∑

n¶x

σ(n) =
E(x)
∑

m=1

� x
m

�2
+O(1)

E(x)
∑

m=1

x
m
+O(x)

Or,
+∞
∑

m=1

1
m2
=
π2

6
et si m¾ 2, par comparaison série-intégrale,

∫ m+1

m

dt
t2
¶

1
m2
¶
∫ m

m−1

dt
t2

soit en sommant pour m ∈ JE(x) + 1,+∞J,

1
E(x) + 1

=

∫ +∞

E(x)+1

dt
t2
¶

1
m2
¶
∫ +∞

E(x)

dt
t2
=

1
E(x)

Donc
∑

m>x

1
m2
∼m→+∞

1
x

, en particulier,
∑

m¶x

1
m2
=
π2

6
+O

�

1
x

�

.

Par ailleurs, le même procédé de comparaison série-intégrale donne
∑

m¶x

1
m
= ln(x) +

O(1) de sorte que

∑

n¶x

σ(n) =
π2

6
x2 +O(x) +O(x ln(x)) =

π2

6
x2 +O(x ln(x))

ce qui est le résultat voulu.

1. Ou désignant une notation O uniforme par rapport à x
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Proposition 3

Un ordre moyen de l’indicatrice d’Euler ϕ est x 7→
3
π2

x et
∑

1¶n¶
ϕ(n) =

3
π2

x2+O(x ln x).

Démonstration. Selon la formule d’inversion de Möbius, ϕ(n) =
∑

d|n
µ(d)

n
d
=

∑

md=n
µ(d)m.

Donc

∑

n¶x

ϕ(n) =
∑

n¶x

∑

md=n
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∑
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∑

d¶x

µ(d)
d2
+O(x ln x)

la dernière égalité découlant de la démonstration précédente et du fait que µ(d) = Ou(1).
Or, si N ∈ N∗,
�

N
∑

d=1

µ(d)
d2

��

N
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1
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�

=
N
∑
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N
∑
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(dk)2

m=dk
=

N2
∑

m=1

1
m2

∑

d|m
µ(d) = 1 puisque

∑

d|m
µ(d) = 1 sauf

si m= 1.

Donc en faisant tendre N vers +∞, on a
+∞
∑

d=1

µ(d)
d2

=
6
π2

. Ainsi,
∑

n¶x
ϕ(n) =

3x2

π2
+

O(x ln x).
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