Inversion de Fourier dans .(R)

Lecons : 236, 239, 250
Théoreme 1

Sif € #(R) alors f € #(R) et Vx € R,f(x) =271f(—x).

Démonstration. Lidée phare de la preuve est d’approcher pour x donné f (x) en multipliant
. . ) . —et2 P i
par une fonction gaussienne t — e *"". Soit donc f, : t — e" f(t)e'™ .

Etape 1 : par convergence dominée, on remarque que | f,(t)dt — f(D)e'™de
€E—
R
En effet, pour tout t € R, e‘“Qf(t)e‘“‘ — f(t)e™ ; de plus, pour tout € > 0, pour tout
E—

teR, |f.(O) < |f(t)|, et f est intégrable car dans I'espace de Schwartz.

Etape 2 : montrons que f f.(t)dt —7 2nf (x)
R e

f f.()dt = f e f(t)el*dt = f (f f(u)e_it“ei“‘e_gtzdu) de
R R R \JR
Fubini J f(w) (J e“(x_”)e_”zdt) du= J fW)g.(x —u)du

\ Zet2 1o . s . . e g .
ou g, : t — e~ °"". Linterversion par le théoreme de Fubini est justifiée par le fait que f
et g, sont intégrables.
Par un théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on a

2 2¢

€
= 1
De plus, §.(0) = eUdt " | e dr = 1/2
Ve )g €

R
Donc

J]ng(t)dt = fRf(u)\/ée_(x_“)z%du

V:(Ll—X:)/(zw/E) J f(X + zﬁv)ﬁe—vzzﬁdv = f f(X + 2'\/5’\/)2'\/%6_1)2(11/
R € R

. +o00 .
. i . i , —v
Vv e R, g;(y) = J (_it)e—stze—ltvdt 123 [_e—etze—ltv] _J ge—gtz X(_l.v)e—ltth — _g\.s(v)
R > JR

Par convergence dominée, on obtient | f.(t)dt —2 f Fx)2vme ™ dv = 2 f (x).

L’hypothese de domination est bien ver1ﬁee car f est bornée comme tout élément de
2
I'espace de Schwartz donc Ve > 0,Vv € R, |f (x + 2/&V)|24/Te - < If lco24/me™ :on a
dominé par une gaussienne intégrable.
O
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Remarque. Le développement est probablement un peu court, on a le temps de détailler les
convergences dominées / Fubini effectuées. On peut justifier que f € &(R) pour terminer,
ou bien, spécialement dans la lecon 236, donner un exemple d’utilisation de cette formule
pour un calcul d’intégrales.

Référence : Hervé QUEFFELEC et Claude ZUiLy (2013). Analyse pour Uagrégation. 4° éd.
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