
Inversion de Fourier dans S (R)

Leçons : 236, 239, 250

Théorème 1

Si f ∈ S (R) alors f̂ ∈ S (R) et ∀x ∈ R, ˆ̂f (x) = 2π f (−x).

Démonstration. L’idée phare de la preuve est d’approcher pour x donné ˆ̂f (x) en multipliant
par une fonction gaussienne t 7→ e−εt2

. Soit donc fε : t 7→ e−εt2
f̂ (t)ei t x .

Étape 1 : par convergence dominée, on remarque que

∫

R
fε(t)dt −−→

ε→0

∫

R
f̂ (t)ei t xdt

En effet, pour tout t ∈ R, e−εt2
f̂ (t)ei t x −−→

ε→0
f̂ (t)ei t x ; de plus, pour tout ε > 0, pour tout

t ∈ R, | fε(t)|¶
�

� f̂ (t)
�

�, et f̂ est intégrable car dans l’espace de Schwartz.

Étape 2 : montrons que

∫

R
fε(t)dt −−→

ε→0
2π f (x)

∫

R
fε(t)dt =

∫

R
e−εt2

f̂ (t)ei t xdt =

∫

R

�∫

R
f (u)e−i tuei t x e−εt2

du

�

dt

Fubini
=

∫

R
f (u)

�∫

R
ei t(x−u)e−εt2

dt

�

du=

∫

R
f (u) ĝε(x − u)du

où gε : t 7→ e−εt2
. L’interversion par le théorème de Fubini est justifiée par le fait que f

et gε sont intégrables.
Par un théorème de dérivation sous le signe intégrale, on a

∀v ∈ R, ĝ ′
ε
(v) =

∫

R
(−i t)e−εt2

e−i t vdt
IPP
=
�

i
2ε

e−εt2
e−i t v

�+∞

−∞
−
∫

R

i
2ε

e−εt2
×(−iv)e−i t vdt =

−v
2ε

ĝε(v)

De plus, ĝε(0) =

∫

R
e−εt2

dt
τ=
p
εt
=

1
p
ε

∫

R
e−t2

dt =
s

π

ε
.

Donc

∫

R
fε(t)dt =

∫

R
f (u)

s

π

ε
e−(x−u)24εdu

v=(u−x)/(2
p
ε)

=

∫

R
f (x + 2

p
εv)

s

π

ε
e−v2

2
p
εdv =

∫

R
f (x + 2

p
εv)2

p
πe−v2

dv

Par convergence dominée, on obtient

∫

R
fε(t)dt −−→

ε→0

∫

R
f (x)2

p
πe−v2

dv = 2π f (x).

L’hypothèse de domination est bien vérifiée car f est bornée comme tout élément de
l’espace de Schwartz donc ∀ε > 0,∀v ∈ R, | f (x + 2

p
εv)|2

p
πe−v2

¶ ‖ f ‖∞2
p
πe−v2

: on a
dominé par une gaussienne intégrable.
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Remarque. Le développement est probablement un peu court, on a le temps de détailler les
convergences dominées / Fubini effectuées. On peut justifier que f̂ ∈ S (R) pour terminer,
ou bien, spécialement dans la leçon 236, donner un exemple d’utilisation de cette formule
pour un calcul d’intégrales.

Référence : Hervé QUEFFÉLEC et Claude ZUILY (2013). Analyse pour l’agrégation. 4e éd.
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