Banach-Steinhaus et séries de Fourier

Lecons : 205, 208, 209, 241, 246

Théoreme 1
Soit E espace de Banach, F espace vectoriel normé, H C ¥.(E,F). Alors soit il existe

M tel que Vf € H,||f|| < M, soit I'ensemble des x € E tels que sup ||f (x)|| = +00 est
feH

dense dans E.

Démonstration. Introduisons pour k € N, Q;, = {x € E: 3f € H,||f;(x)|| > k}. Le complé-
mentaire de cette ensemble étant fermé comme intersection de fermés, Q; est ouvert. Si

Q= () @, on remarque que Yx € Q,sup||f (x)|| = +oo.
keN feH
Supposons qu’il existe k € N tel que ;. ne soit pas dense. Il existe x, € E,r > 0 tel que

B(xo, ) N = 0. Si |lx|| < r et f € H, alors ||f (x + x,)l| < k done [If GOl < k + [If (o).

Done si [|x| < 1||f(X)||—|'—f( )“ %ﬁnf(xon

2k
insi, 1711 < 2 + 2117 ()

Sinon, tous les Qe sont denses donc selon le théoreme de Baire, Q2 est dense dans I'espace

complet E donc I'ensemble des x € E tels que sup || f (x)|| = +00, qui le contient, également.
feH
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Proposition 2

L’ensemble des fonctions continues 2n-périodiques dont la série de Fourier diverge en 0
est dense dans 6.

Démonstration. Rappelons que <€20n muni de || - || o, est un espace de Banach.
Soit, pourneN*, [,: 6) — C
n

fo— S.(0)= 2 )

k=—n

Pour tout f € 62, L,(f) = (f * D,)(0) = f sin((n+3)t)

1
2
s1n(§)
ID, |1 IIf lloc de sorte que ||L,|| < ||D,[|;.

— 1/ (0)dt donc [I,(f)] <

Lo D,(t)| 0 .
Pour € > 0, soit f, : t ——————— € %,,_. Alors par convergence dominée, comme
ID(0)] + ¢ “
Ve, Ve, |f(0)] <1
T Y
D, (6]

l(f)=f - de D, (t)|dt

) D)+ 0 f T
Donc pour tout n € N, ||1,|| = ||D,|l;.

Or, il découle de l'inégalité sint < t, valable pour t € [O, g], que

’ " s 1 G
”Dn“]_:f %l Sln((n'i‘%) t) dt>2j |Sln((n+ 2)t)|dt>J |Slnu|du
— 0 o

|t] u
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Donc ||D,||; tend en croissant vers f du, par convergence monotone. Mais ¢ :

R,
2
du n’est pas intégrable. En effet, elle est périodique de moyenne M = J p(u)du >
0

2 A .
0 donc fo o ¢(u)du = nM —— +00 alors que dans le méme temps, toujours par conver-

n—+o0o

| sinu|

gence monotone, cette suite tend vers f R, @ (u)du.

En conclusion, le premier cas de I'alternative du théoréme de Banach-Steinhaus ne pou-
vant étre réalisée, il s'ensuit que 'ensemble des f € 6, tels que (I,(f)), n’est pas bornée
est dense dans €, . O

Remarque. Dans I'alternative du théoréme de Banach-Steinhaus, le premier cas est en par-

ticulier réalisé quand il existe x € E tel que sup ||f (x)|| < +o0.
feH
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